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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Эту книгу я писал для учащихся и передо- 
вых рабочих, желающих расширить свой умствен- 
ный кругозор и повысить свои знания, но, несомнен- 
но, число ее возможных читателей значительно шире. 
В ней рассматриваются важнейшие понятия метри- 
ческой (измерительной) геометрии — понятия о пло- 
щади и объеме. Так как я писал не учебник, а книгу 
для свободного чтения, то я считал не только воз- 
можным, но даже необходимым, выйти за рамки 
материала, обычно излагаемого в учебниках.В свя- 
зи с этим пришлось затронуть многие смежные обла- 
сти геометрии, так что в целом книга охватывает об- 
ширный круг геометрических вопросов. Несмотря на 
это, для чтения книги требуется самая незначитель- 
ная подготовка: из алгебры требуется знание действий 
над положительными и отрицательными числами 
и понимание буквенных обозначений, т. е. то, что 
составляет программу шестого и седьмого классов 
школы; что же касается геометрии, то необходимо 
лишь знакомство с такими понятиями, как «пря- 
мой угол», «параллельные прямые», «перпендику- 
ляр», «диагональ» и т. п. Все остальное объ- 
ясняется в самой книге, 


Изложение я постарался сделать возможно более 
наглядным. Читатель заметит, что в книге вовсе 
нет строгих логических доказательств; во всех слу- 
чаях я старался создать перед умственным взором 
читателя отчетливую картину рассматриваемых со- 
отношений, чтобы таким образом привести его к уяс- 
нению существа дела. В связи с такой системой из- 
ложения чертежи играют в этой книге очень зна- 
чительную роль; читатель не должен относиться 
к ним как к чему-то постороннему, но должен 
рассматривать их самым внимательным образом. 

Хочу предупредить читателя, что в своей книге 
я даю большую и трудную работу его воображению. 
Но мне представляется, что эта работа не пропадет 
даром. Она должна обогатить геометрическую фан- 
тазию читателя и тем самым поднять его умственные 
силы на новую, более высокую ступень. Всякое 
техническое усовершенствование, будь то создание 
новой машины или рационализация производствен- 
ного процесса, большей частью связано с решением 
ряда геометрических задач и потому может быть 
осуществлено лишь человеком, обладающим силь- 
ной геометрической фантазией. Но, как и другие 
способности человека, геометрическая фантазия раз- 
вивается только при условии упражнения. 


Р. Бончковский 


Глава первая 


ПЛОЩАДИ МНОГОУГОЛЬНИКОВ 


Многие думают, что измерение и вычисление 
площадей — дело вовсе не трудное. Еще из школы 
каждый помнит, что для определения площади 
нужно измерить ее длину и ширину и полученные 
числа перемножить. Так, например, если комната 
имеет в длину 8 м, ав ширину 4 м, 
то ее площадь равна 8х4=32 м*.! 

На рис. 1 изображен четырехуголь- 
ник, ширина которого 2 см, а длина 
2.5 см. Значит, площадь этого четы- 
рехугольника 2х2.5=5 см*. Что это 
действительно так, не трудно прове- 
рить. Вертикальная линия, проведен- 
ная посередине четырехугольника, делит его на 
две полосы одинаковой ширины в 1 см. Прове- 
дем еще две горизонтальные линии, как это по- 
казано на рисунке; тогда четырехугольник рас- 
падется на шесть неодинаковых частей. Из них 
четыре нижних части представляют собой квадраты 
со сторонами в | см; значит каждая из этих частей 


1 Буква м заменяет слово «метр», а м1?—слова «квадрат- 
ный метр», 
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есть квадратный сантиметр. Что касается двух верх- 
них частей, то каждая из них есть половина квадрат- 
ного сантиметра и, значит, вместе они составляют 
один квадратный сантиметр. Всего, следовательно, 
мы имеем четыре полных квадратных сантиметра 
и один квадратный сантиметр, составленный из двух 
половинок, т. е. пять квадратных сантиметров, — 
как раз столько, сколько мы получили вычислением. 

Задача делается более трудной, если четырех- 
угольник не имеет такой правильной формы, как 

на рис. 1. Например, на рис. 2 

изображен косой четырехугольник. 

Его ширина внизу меньше, чем 

вверху, а длина в правой части 

больше, чем в левой. Поэтому, 

очевидно, наше правило здесь не 
Рис. 2 применимо. 

Четырехугольник такой формы, 
как на рис. 1, называется прямоугольником. Можно 
сказать, что наше правило вычисления площадей 
верно только для прямоугольников. Только пло- 
щадь прямоугольника можно найти, перемножая его 
длину на ширину. 

Чтобы определить площадь какого-либо другого 
четырехугольника, стараются превратить его в пря- 
моугольник, для чего разрезают его на части так, 
чтобы из этих частей можно было сложить прямо- 
угольник. Очевидно, площадь полученного прямо- 
угольника равна площади первоначального четырех- 
угольника: ведь они состоят из одинаковых частей, 
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Этот прием легче всего пояснить на примере 
превращения параллелограма в прямоугольник. 
Параллелограм обладает тем свойством, что его 
противоположные стороны параллельны друг другу, 
т. е. все точки одной стороны находятся на одном и 
том же расстоянии от противоположной стороны 
(рис. 3), но в отличие от прямоугольника углы па- 
раллелограма не прямые. Одну из сторон парал- 
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Рис. 3 Рис. 4 


лелограма считают его основанием; мы за основа- 
ние параллелограма, изображенного на рис. 3, 
принимаем сторону АВ. Расстояние от основания 
до противоположной стороны — параллелограма 
считается его высотой; высоту нашего параллело- 
грама можно измерять, например, по линии ЕВ. 
Разрежем параллелограм АВСР по линии ЕВ 
на две части и сложим из них прямоугольник, как 
это показано на рис. 4. Площадь прямоугольника 
АВЕ’Е’” равна произведению его длины АВ на ши- 
рину ВЕ’. Но площадь прямоугольника равна пло- 
щади первоначального параллелограма, его длина 
АВ равна основанию параллелограма, а ширина — 
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высоте параллелограма. Поэтому, чтобы опре- 
делить площадь параллелограма, нужно длину 
его основания умножить на его высоту. 

Конечно, для того, чтобы превратить параллело- 
грам в прямоугольник, можно было разрезать его 
и иначе. На рис. 5 параллелограм разрезан по 
линии СН, а на рис. 6 показано, как сложить полу- 
чившиеся части, чтобы образовался прямоугольник. 


_/7 


Рис. 5 Рис. 6 


Поступая подобным же образом, можно тре- 
угольник превратить в прямоугольник и установить 
правило для вычисления площади треугольника. 
В самом деле, пусть требуется треугольник АВС 
(рис. Т) превратить в прямоугольник. Для этого на 
сторонах АС и СВ треугольника берем точки Ди ЕЁ, 
делящие пополам эти стороны, и разрезаем треуголь- 
ник АВС по линиям ОРи ЕС, составляющим прямые 
углы с основанием треугольника (т, е. с линией 
АВ). Треугольник распадается после этого на три 
части, из которых можно сложить прямоугольник, 
как это показано на рис. 8. 
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Определим теперь площадь треугольника АВС 
(рис. 7). Очевидно, его площадь равна площади 
прямоугольника ЕСК/] (рис. 8). Поэтому вместо 
площади треугольника можно вычислить площадь 
прямоугольника. Но ширина ЕС@ прямоугольника 
равна половине основания АВ треугольника, по- 
тому что два основания прямоугольника ]К и РС 
состоят из трех частей: ]С, СК и РО, которые до 
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Рис. 7 Рис. 8 


разрезания составляли основание треугольника; вы- 
сота же СН треугольника равна длине СН прямо- 
угольника. Следовательно, чтобы определить пло- 
щадь треугольника, мы должны умножить половину 
длины его основания на его высоту. 

Конечно, превратить треугольник в прямоуголь- 
ник можно не только описанным способом, но и мно- 
гими другими. Можно, например, разрезать тре- 
угольник так, как это показано на рис. 9, и затем 
сложить прямоугольник, как показано на рис. 10. 
Если пользоваться этим способом превращения тре- 
угольника в прямоугольник, то придется для вы- 
числения площади треугольника установить другое 
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правило, а именно: площадь треугольника равна 
произведению длины его основания на половину его 
высоты. Ведь длина получившегося прямоугольника 
равна основанию треугольника, а его ширина—поло- 
вине высоты треугольника; между тем площадь тре- 
угольника равна площади получившегося прямо- 
угольника. 

Надо сказать, что хотя мы и получили два раз- 
личных правила, результат они дают один и тот же. 


С 


А } 


Рис. 9 Рис. 10 


Ведь очевидно, что оба произведения (половина 
основания на высоту и основания на половину вы- 
соты) равны половине произведения основания тре- 
угольника на его высоту и, следовательно, равны 
друг пругу. 

Для треугольника, изображенного на рис. 11, 
можно видоизменить оба описанных выше способа 
и поступить так, как показано на рисунках 11 и 12, 
Но очевидно и в этом случае мы получаем прежнее 
правило. 

Трапеция превращается в прямоугольник со- 
вершенно так же, как треугольник. Для этого на 
19 


боковых ее сторонах выбираем точки Е и Е, делящие 
их пополам (рис. 13), и через эти точки делаем 
разрезы по линиям ЕС и ЕН, составляющим прямые 


Рис. 11 Рис. 12 


углы с основанием АВ. Рис. 14 показывает, как из 
полученных частей можно сложить прямоугольник, 

Чтобы вывести правило для вычисления пло- 
щади трапеции, сравним рисунки 13 и 14. Верхнее 
и нижнее основания трапеции состоят из четырех 
отрезков: АС, СН, НВ и СО. Из таких же четырех 


0 —( ТИ [А А 
Ё р Е | 
Рис. 13 Рис. 14 


отрезков: ]/), СН, СК и ШС состоят верхнее и ниж- 
нее основания прямоугольника, так как АС=/]О, 
СН=онН, НВ=сСкК, ОС=0С. Таким образом, сумма 
оснований трапеции равна сумме оснований прямо- 
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угольника; следовательно, основание (или иначе — 
длина) прямоугольника равна полусумме оснований 
трапеции. Площадь трапеции равна площади прямо- 
угольника. Но площадь прямоугольника равна 
произведению его основания (т. е. полусумме ос- 
нований трапеции) на его высоту (которая равна 
высоте трапеции). 
Значит, площадь тра- 
пеции равна полу- 
------------ $ сумме оснований, ум- 
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ноженной на вы- 
р в соту. 
Рис. 15 Трапецию так 
же, как и треуголь- 
) Е Е ‚ Ник, можно 


различными 
способами 
превратить в 
Рис. 16 прям оуголь- 
ник. На рис. 
15 и 106 показано превращение трапеции в пря- 
моугольник, аналогичное такому же превраще- 
нию треугольника, показанному на рис. 9 и 10. 
Рассмотрев рисунки 15 и 16, можно убедиться, что 
площадь трапеции равна сумме ее оснований, умно- 
женной на половину высоты. Но, как и в случае 
треугольника, это правило для вычисления площади 
трапеции дает тот же результат, что и предыдущее. 
В связи с изложенным выше возникает вопрос, 
в каком случае два различных многоугольника 
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можно разрезать на одинаковые части (и, значит, 
превратить один многоугольник в другой при по- 
мощи разрезания и перекладывания получившихся 
частей). Оказывается для этого достаточно, что- 
бы оба многоугольника имели одну и ту же пло- 
щадь. 

Покажем сначала, что если два прямоугольника 
имеют одинаковую площадь, то один из них можно 
превратить в другой. Пусть, например, прямоуголь- 
ник АВСО равновелик (т. е. имеет одинаковую пло- 
щадь) с прямоугольником ЕЁГСН (рис. 1Та и 115). 
На стороне второго, более высокого прямоуголь- 
ника, отложим отрезок Е], равный стороне АБР 
первого прямоугольника. Оставшийся отрезок ]Н 
разделим пополам и обозначим его середину бук- 
вой К. Наконец, от точки Е на стороне Р@ отло- 
жим отрезок ЕЁ, равный отрезку НК, соединим 
точки Кири по линии КЁ сделаем разрез. Тогда 
прямоугольник ЕНЕОН распадается на две части. 
Расположим их так, как показано на рис. 18, 
проведем из точки ] линию ]М под прямым углом 
к стороне ЕК и по этой линии отрежем маленький 
треугольничек ]МК. Точно такой же треуголь- 
ничек отрежем по линии РМ около вершины Ё, 
Вложив отрезанные треугольнички в оставшиеся 
углубления, получим прямоугольник, равный пря- 
моугольнику АВСРО (рис. 19). 

Покажем теперь, как можно любой многоуголь- 
ник превратить в другой, равновеликий ему много- 
угольник, На рис. 20 даны пятиугольник и шести- 
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угольник, имеющие одинаковую площадь. По диаго- 
налям (т. е. по прямым, соединяющим вершины мно- 
гоугольника) разрезаем многоугольники на тре- 
угольники, а затем каждый из треугольников пре- 


Рис. 18 Рис. 19 


вращаем в прямоугольник приемом, с которым мы 
познакомились выше. Выбираем теперь отрезок опре- 
деленной длины и все прямоугольники, как показано 
на рис. 17, 18 и 19, превращаем в такие прямоуголь- 
ники, у которых одна сторона равнялась бы этому 
отрезку. Приложим теперь друг к другу равными 
сторонами все прямоугольники, получившиеся из 
пятиугольника; они составят прямоугольник, пло- 
щадь которого равна площади пятиугольника (ле- 
вый прямоугольник на рис. 21). Подобным же обрз- 
зом, прикладывая друг к другу равными сторонами 
14 


прямоугольники, образовавшиеся из шестиуголь- 
ника, получим прямоугольник, площадь которого 


равна площади  шестиугольника 
(правый прямоугольник на рис. 21). 


Но левый и пра- 
вый прямоуголь- 
ники на рис. 21 
равны, так как они 
имеют равные ос- 
нования и равны? 
площади. 

Теперь нетруд- 
но понять, как 
можно пятиуголь- 
ник превратить в шести- 
угольник. Для этого нуж- 
но сначала превратить пя- 
тиугольник в левый пря- 
моугольник на рис. 21, 
затем разрезать его так, 
как разрезан правый пря- 
моугольник на рис. 21, 
каждый из полученных 
маленьких прямоугольни- 
ков превратить в соответ- 
ствующую — треугольную 
часть шестиугольника и, 
наконец, из этих частей 


Рис. 20 


Рис. 21 


сложить шестиугольник, 


Если расценивать все рассмотренные преобразо- 
вания с практической точки зрения, то польза их 
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покажется весьма сомнительной. Даже в простых 
случаях получаются довольно сложные преобразо- 
вания. Но нужно уметь оценивать вещи не только 
с практической стороны. Принципиальное значение 
рассмотренных преобразований очень велико. Они 
выявляют самое существо понятия «площадь» и вы- 
ясняют значение слов: «площади равны». Эти слова 
означают лишь то, что сравниваемые площади можно 
составить из одинаковых кусков. 

Для практических целей при измерении площади 
многоугольника нет надобности превращать изме- 
ряемый многоугольник в прямоугольник. Обычно 
поступают так: разбивают многоугольник на тре- 
угольники с помощью диагоналей, как это мы де- 
лали на рис. 20, измеряют основания и высоты полу- 
ченных треугольников, вычисляют площади этих 
треугольников и полученные числа складывают. 
В результате получают площадь многоугольника. 

Это значит, что на практике геометрическую за- 
дачу подменяют арифметической; вместо того, чтобы 
из кусков складывать прямоугольник, площадь ко- 
торого легко определяется, складывают числа, ко- 
торыми измеряются площади всех этих кусков. 

Конечно, разбивать многоугольник на треуголь- 
ники можно различными способами. Можно, хотя бы, 
взять внутри многоугольника произвольную точку О 
и соединить ее со всеми вершинами многоугольника 
(рис. 22). Площадь многоугольника будет равна 
сумме площадей построенных таким образом тре- 
угольников. 


„% 
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Можно, наконец, разбивать многоугольник не на 
треугольники, а на какие-нибудь другие фигуры. 
Для этой цели чаще всего пользуются помимо тре- 
угольников еще прямоугольниками и трапециями. На 
рисунке 23 пятиугольник разбит на 2 треугольника 
и 2 трапеции. 

Но если вычисления площадей удобнее сводить 
к арифметическим подсчетам, то доказательствам 


Рис. 22 Рис. 23 


многих тесрем, связанных с площадями, можно 
придать очень наглядную форму, если проводить их 
чисто геометрически. Мы убедимся в этом, если рас- 
смотрим следующее геометрическое доказательство 
теоремы Пифагора. 

Возьмем какой-нибудь прямоугольный треуголь- 
ник и на его сторонах построим квадраты, как это 
сделано на рис. 24. По теореме Пифагора сумма пло- 
щадей квадратов, построенных на сторонах, соста- 
вляющих прямой угол (на катетах), равна площади 
квадрата, построенного на треть4Й стороне (на гипо- 

1 


тенузе). Это значит, что на нашем рисунке площадь 
АВ[Н должна быть равна сумме площадей АСЕ 
и СВСЕ. Иногда теорему Пифагора кратко выражают 
так: квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 
катетов. 

Приступим к доказательству теоремы Пифагора. 
Наибольший из квадратов перевернем, поворачивая 
его вокруг гипотенузы. Тогда он займет положение, 
отмеченное пунктиром. 
Разрежем теперь два мень- 
ших квадрата вдоль краев 
большого, т. е. по линиям 
АК, [ГМ и МВ, отмечен- 
ным жирным пунктиром. 
Тогда два меньших квадра- 
та распадутся на 5 частей, 
отмеченных римскими циф- 
рами Т, 11, ПТ, {У и У. 
Остается показать, что 
большой квадрат можно 

Рис. 24 разрезать на пять таких 
же частей. 

Перевернем теперь средний квадрат, поворачивая 
его вокруг катета СВ. Он займет положение, пока- 
занное пунктиром на рис. 25. Очевидно, часть 
АВОМ равна части Г среднего квадрата. 

Продолжим линию М№О до точки /, линию ВО 
до пересечения со стороной НГ большого квадрата 
и, наконец, из вершины Н проведем линию, соста- 
вляющую прямой угол с МО. Если большой ква- 
у. 


драт разрезать вдоль всех этих линий, то он ра- 
спадется на 5 таких же частей, на которые были 
разрезаны и два меньших квадрата. На рис. 26 
одинаковые части помечены одинаковыми римскими 
цифрами. 

Итак, теорема Пифагора нами доказана. * 

Зная длину двух сторон прямоугольного тре- 
угольника, мы с помощью теоремы Пифагора мо- 


Рис. 25 Рис. 26 


жем найти длину третьей стороны. Допустим, на- 
пример, что один катет прямоугольного треуголь- 
ника равен 3 см, а другой 4 см. Тогда площади квад- 
ратов, построенных на этих катетах, будуг равны 
9 и 16 смз, а их сумма 25 см’. Но если площадь 
квадрата, построенного на гипотенузе, равна 25 см?, 


1 Чтобы не входить в детали, мы опустили доказатель- 
ство равенства отдельных частей квадратов. Для полной 
строгости оно необходимо. 
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то сама гипотенуза должна быть равна 5 см. Таким 
образом, задача решена. 

Если же известна длина гипотенузы и одного из 
катетов, то с помощью теоремы Пифагора можно 
найти длину другого катета. Пусть, скажем, гипо- 
тенуза равна 13 м, а один из катетов 5 м. Тогда 
площади квадратов, построенных на этих сторонах, 
будут равны 169 м? и 25 м?. Площадь квадрата, по- 
строенного на втором катете, должна быть, оче- 
видно, равна разности этих площадей, т. е. 144 м. 
Отсюда видно, что второй катет равен 12 м. 

При решении как первой, так и второй задач нам 
приходилось, зная квадрат числа, находить это число. 
В первом случае мы узнали, что квадрат гипо- 
тенузы равен 25 см? и должны были догадаться, что 
гипотенуза равна 5 см, потому что 5х5=25. Во вто- 
ром случае мы узнали, что квадрат катета равен 
144 м?, и опять-таки при помощи догадки нашли, 
что катет равен 12 м. Далеко не всегда так легко 
догадываться, чему равно число, квадрат которого 
известен, или, как говорят, извлекать квадратные 
корни. Так, каждый легко угадает, что квадратный 
корень из 64 равен 8, но едва ли кто-нибудь дога- 
дается, что квадратный корень из 3 равен 1.73, 
а квадратный корень из 5 равен 2.24. 1 


1 Оба квадратных корня даны не совсем точно. В действи- 
тельности квадратный корень из 3 больше 1.73, но меньше 
1.74, а квадратный корень из 5 больше 2.23 и меньше 2.24. 

В алгебре доказывается, что эти корни нельзя выразить точ- 
но, даже если увеличить число десятичных знаков 
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Для обозначения действия извлечения квадрат- 


ного корня употребляется знак и. Следовательно, 
И9= 3, И 16 =4, у/25=5, у/169=13, /3==1.13, 
И 5= 2.24. 

Для быстрого извлечения квадратных корней 
употребляются специальные таблицы. Мы можем 
рекомендовать таблицы Брадиса или Иржевальского. 
Научиться пользоваться ими 
может каждый в течение 15— 
20 минут —к ним приложены 
специальные пояснения. Таб- 
лицы квадратных корней мож- 
но найти также во всех тех- 
нических справочниках. 

Приведем еще один пример 
применения теоремы Пифаго- Рис. 27 
ра. Рассмотрим равносторонний 
(правильный) треугольник со сторонами, равными 
одному метру (рис. 21), и попробуем найти его 
площадь. 

Чтобы найти площадь треугольника, надо знать 
его основание и высоту; в нашем случае основание 
равно | м, а высота не известна. Соединим сере- 
дину основания треугольника линией ОС с противо- 
положной вершиной. Очевидно, ОС как раз и есть 
высота треугольника АВС. Но Ср есть в то же время 
катет прямоугольного треугольника АДС, в кото- 


, | 
ром гипотенуза АС равна | м, и катет АР равен 5 м. 


Квадрат другого катета равен разности квадратов 
2\ 


й 


Я 7 7, 


гипотенузы и первого катета. Квадрат гипотенузы 


1} 1 
равен 12=— | м*, а квадрат первого катета г —=— М2, 


2 4 
| 3 
Значит, квадрат второго катета равен | — аа М*. 


Извлекая квадратный корень из этого числа, полу- 


чим: СО =у 3 = и 0.15 —0.87 м*. 
Площадь треугольника равна | ЖТХ 0.87 = 


2 
= ().435 м? 


Задачи к первой главе 


\. Правильный шестиугольник 1 разрезать на две части 
и сложить из них параллелограм. Вывести отсюда правило 
для вычисления площади правильного шестиугольника. 

2. Из частей двух равных квадратов сложить квадрат. 

3. Произвольный четырехугольник превратить в прямо- 
угольник, разрезав его на пять частей. 

4. Прямоугольник, длиной в 9 см и шириной в 4 см, 
разрезать на две части и сложить из них квадрат. 

5. На какое наименьшее число треугольников можно раз- 
резать семиугольник. 

6. Показать, что площадь всякого правильного много- 
угольника равна половине произведения периметра? иа апо- 


фему. 


1 Шестиугольник называется правильным, если все его 
стороны так же, как и все его углы, равны между собой. 

2 Периметром называется сумма сторон многоугольника, 
а апофемой расстояние от центра правильного многоуголь- 
ника до любой из его сторон, 


Глава вторая 


ЗВЕЗДЧАТЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ И ИХ 
ПЛОЩАДИ 


Пусть на плоскости совершенно произвольным 
образом даны четыре точки А, В, С, О (рис. 28). 
Соединим их по порядку прямыми линиями: первую 
точку со второй, вторую с тре- 
тьей, третью с четвертой и чет- ’ 
вертую с первой. Так как от ‘(Г 
нас зависит, какую точку счи- д. 
тать первой, какую второй и 
т. д., то при соединении их мо- 
гут получиться различные лома- 
ные линии, но все они будут за- б 
мкнутыми (т. е. не будут иметь Рис. 28 
свободных концов), потому что 
последняя (четвертая) точка соединяется с первой. 
Рассмотрим сначала, какие ломаные линии полу- 
чатся, если мы будем начинать построение с точки А, 
Они изображены у нас на рисунках 29а—#; их всего 
шесть. Действительно, если первой точкой считать А, 
то второй точкой можно считать любую из остальных 
трех точек. Если второй точкой считать В, то третьей 
точкой будет С или РД, а четвертой та, которая оста- 
нется после выбора третьей; получаем ломаные, 
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изображенные на рис. 29а и 295. Если же второй 
точкой выбрать С, третьей может быть выбра- 
на В или Ш), а четвертой та, которая останется 
после этого выбора; получаем ломаные, изобра- 
женные на рис. 29с и 294. Наконец, взяв второй 
точкой О, получим ломаные, изображенные на 
рис. 29е и 297. 

Мы получим те же 6б ломаных, если начнем 
чертить их не с точки А, а с любой из остальных 
трех точек. Например, если мы начинаем чертить 
с точки В, то можем проходить наши точки одним 
из следующих шести способов: ВАСО, ВАОС, ВСАБ, 
ВСРА, ВРАС, ВОСА и, очевидно, получим опять 
те же ломаные, начерченные на рис. 294, 291, 
29е, 29а, 29с, 295. Таким образом, имея на плоскости 
4 точки, мы с их помощью можем начертить 6 лома- 
ных линий, вершинами которых служат эти точки. 

Вглядимся в рис. 29 внимательно. Фигуры, 
изображенные на рис. 29а и 291, мы без всяких за- 
труднений назовем четырехугольниками; это — че- 
тырехугольники в самом обыкновенном, житейском 
смысле слова, в том самом смысле, в каком мы 
употребляли это слово в предыдущей главе. По- 
смотрим же, что общее имеется у этих фигур иу фи- 
гур, помешенных на рис. 296—е. На всех шести 
рисунках фигуры составлены из четырех прямоли- 
нейных отрезков: на рис. 29а и 291 из отрезков АВ, 
ВС, СО и ВА, на рис. 295 и 294 из отрезков АС, 
Ср, ОВ и ВА и на рисунках 29с и 29е из отрезков 
АС, СВ, ВО и РА, Назовем отрезки, составляющие 
24 
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наши фигуры, их сторонами, а точки, в которых схо- 
дятся концы двух сторон — вершинами фигур. Оче- 
видно, все шесть фигур имеют по 4 вершины, потому 
что точку пересечения сторон АС и ВО на рис. 296 —е 
нельзя считать вершиной, так как она не является 
концом какой-либо стороны. Наконец, если сосчи- 
тать углы между соседними сторонами, т. е. между 
сторонами, имеющими общий конец, то каждая из 
шести фигур имеет четыре угла (например, фигура 
295 имеет углы АВО, ВОС, ОСА, САВ. Угол между 
прямыми АС и ВО не считается углом нашей фигуры, 
потому что эти стороны не имеют общего конца). 
Таким образом, мы видим, что полученные нами фи- 
гуры очень похожи на обыкновенные четырехуголь- 
ники: каждая из них имеет четыре стороны, четыре 
вершины и четыре угла. Такое близкое сходство 
дает нам право все эти фигуры называть четырех- 
угольниками. 

Совершенно так же, как мы построили 6 четырех- 
угольников с вершинами в четырех данных точках, 
можно построить 24 пятиугольника с вершинами 
в пяти данных точках, 120 шестиугольников с вер- 
шинами в шести данных точках ит. д. Треугольников 
с вершинами в трех данных точках можно построить 
два; они представлены на рис. 30 и отличаются друг 
от друга лишь тем, что при их вычерчивании вер- 
шины соединяются в противоположном порядке, 
Так, при вычерчивании левого треугольника точки 
соединяются в следующем направлении: сначала 
А СВ (как это показано стрелкой), затем Вс Си, 
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наконец, Сс А; при вычерчивании правого треуголь- 
ника соединение выполняется в обратном напра- 
влении: сначала А соединяется с С, затем Сс Ви, 
наконец, В с А. То же самое мы можем выразить 
иначе: граница левого треугольника при вычерчи- 
вании проходится в направлении, противоположном 
движению часовой стрелки, а граница правого — 


(А 


7. й И в 
Рис. 30 


в направлении движения часовой стрелки. Итак, 
треугольники на рис. 30 различаются противополож- 
ным направлением обхода их границ. То же самое 
можно сказать и о парах четырехугольников АВСО 
и АОСВ (рис. 29аиЪ, АВОСи АСБВ (рис. 295 и 4), 
АСВО и АРВС (рис. 29си е). Два четырехуголь- 
ника каждой из этих пар отличаются друг от друга 
только направлением обхода их границ; во всех 
остальных отношениях они совершенно одинаковы. 
Очевидно, что 24 пятиугольника распадутся на 12 пар 
и 120 шестиугольников на 60 пар, причем два много- 
угольника каждой пары будут отличаться только 
направлением обхода их границ. То же самое можно 
сказать и о многоугольниках с большим числом 
сторон. 
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Из этого обстоятельства вытекает важное след- 
ствие: очевидно, на многоугольники могут существо- 
вать две совершенно различных точки зрения. Так, 
прежде всего, можно вовсе не различать много- 
угольники, отличающиеся только направлением об- 
хода их границ, т. е. считать их тождественными, 
равными. Такой точки зрения мы придерживались 
в Первой главе; так как направление обхода гра- 
ницы многоугольника в этом случае не играет ни- 
какой роли, то мы вовсе о нем не говорили. Эту 
точку зрения мы будем называть «элементарной». 
Но возможна и другая точка зрения, принимающая 
во внимание направление обхода границы много- 
угольника. Если стать на эту точку зрения, то много- 
угольники, отличающиеся только направлением 
обхода границ, следует считать различными. Эту 
вторую точку зрения можно назвать «алгебраиче- 
ской», по причинам, которые выяснятся в даль- 
нейшем. 

Первая, элементарная точка зрения проще и 
нагляднее; происхождение ее теряется в глубокой 
древности. Во всяком случае уже 4000 лет назад 
древние культурные народы, например, египтяне 
и вавилоняне, изучали геометрические фигуры, 
причем стояли всецело на этой элементарной точке 
зрения. Она и до сих пор господствует во всех школь- 
ных учебниках геометрии. 

Вторая точка зрения возникла много позднее. 
Хотя еще в знаменитом сочинении «Гармония мира» 
(1619 г.) великого математика, механика и астронома 
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Кеплера рассматривается звездчатый пятиугольник 

(рис. 31) и правильно указывается порядок обхода 

его сторон, но многоугольники с различным обхо- 

дом сторон не различаются. Впервые ввел это раз- 

личие французский математик Пуансо (в 1810 г.), 

но он ограничился рассмотрением почти исключи- 

тельно правильных многоуголь- р. 

ников. Только в 1865 г. не- 

мецкий математик Мебиус дал 

общую теорию звездчатых мно- & 7: 

гоугольников, в которой строго 

проведена алгебраическая точ- 

ка зрения. Он впервые пока- 

зал, чтои для звездчатых мно- Я 0 

гоугольников можно ввести по- Рис. 31 

нятие о площади, причем сде- 

лать это можно только в том случае, если считать 

различными многоугольники с противоположным 

направлением обхода границы. Учение Мебиуса о 

многоугольниках быстро получило признание среди 

математиков. В настоящее время «новое учение о 

многоугольниках» постепенно проникает во все обла- 

сти геометрии. Наиболее интересная его часть — 

учение о площадях звездчатых многоугольников. 

К изложению этого учения мы и переходим. 
Представим себе сделанный из проволоки равно- 

сторонний треугольник (рис. 32), сторонам котодрго 

придан вид стрелок (для этого достаточно сделать 

на проволоке маленькие зарубки), — стрелки указы- 

вают направление сторон. На плоскость такой 
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треугольник можно положить двумя способами: на 
одну или на другую сторону; при этом, если поло- 
жить треугольник на одну сторону, то зарубки на 
его сторонах укажут направление обхода, противо- 
положное направлению часовой стрелки; если же 
положить его на другую сторону, то направление об- 
хода его сторон будет совпадать с направлением дви- 
жения часовой стрелки. Этот пример показывает, что 
в новом учении о многоугольниках перевертывать 
многоугольник нельзя, так как при перевертывании 
он превращается в другой многоугольник, имеющий 
противоположное направление обхода, т. се. изме- 
няется. 

То же самое можно пояснить иначе. Представим 
себе треугольник в виде пластинки, оцна сторона 
которой выкрашена в красный цвет, а другая — в си- 
ний. Этот треугольник можно положить на пло- 
скость или красной, или синей стороной вверх. При 
перевертывании он будет поворачиваться к нам дру- 
гой своей стороной, т. е. нам будет казаться, что он 
меняет свой цвет: красный треугольник при пере- 
вертывании будет превращаться в синий, а синий — 
в красный. Если на красной стороне мы поставим 
знак плюс, а на синей знак минус. и будем назы- 
вать треугольник положительным, если он повер- 
нут к нам красной стороной, и отрицательным в про- 
тивоположном случае, то можно сказать, что при 
перевертывании треугольник меняет свой знак. 

Условимся, что в этой книге в красный цвет 
мы будем окрашивать ту сторону треугольника, 
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которая обходится в направлении, противоположном 
движению часовой стрелки (будем считать ее поло- 
жительной стороной треугольника); другую сторону 
мы будем окрашивать в синий цвет (будем считать 
ее отрицательной). На рис. 32а и 326 наглядно по- 
казана связь между направлением обхода, цветом 
и знаком треугольника. 

Площади треугольников мы будем измерять так, 
как это делалось в первой главе, но перед числом, 


Рис. 32а Рис. 326 


показывающим площадь треугольника, всегда бу- 
дем ставить знак плюс или минус, в зависимости 
от того, какой стороной повернут к нам этот тре- 
угольник — красной (положительной) или синей 
(отрицательной). Так, например, если площадь тре- 
угольника равна — 19 см? (минус десяти), то это 
значит, что треугольник повернут к нам своей 
синей (отрицательной) стороной, а по величине его 
площадь равна 10 см*. 

После этих предварительных замечаний можно 
перейти к рассмотрению площадей произвольных 
многоугольников, Сначала остановимся на четырех- 
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угольнике АВОС (рис. 29Ь и 33). Этот четырехуголь- 
ник может быть образован из двух треугольников: 
(положительного) АВЕ и (отрицательного) РОСЕЁ, 
но при таком рассмотрении четырехугольник ока- 
зывается состоящим не из одного куска, а из двух, 
а это противоречит нашему представлению о четырех- 
угольнике как о едином образе. Мы поступим 
несколько иначе. Мы будем рассматривать четырех- 


Рис. 33 


угольник АВОС как состоящий из двух треуголь- 
ников; АВС и ВОС. Такое представление оправды- 
вается следующим соображением: возьмем четырех- 
угольник АВОГС (рис. 34), повернутый к нам своей 
положительной стороной (т. е. красной), и перегнем 
его по диагонали ВС. Тогда треугольник ВО!’С по- 
вернется к нам своей отрицательной стороной (синей) 
и займет положение ВОС. В этом случае линия 
АВОС будет границей нашего согнутого куска. 
В самом деле, стороны СА и АВ служат границей 
треугольника АВС, а стороны ВО и РС-—границей 
треугольника ВОС. ВС является линией сгиба куска 
и в границу последнего не входит. 
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тот пример показывает, что звездчатый много- 
угольник можно рассматривать как границу неко- 
торого плоского куска, быть может, согнутого в не- 
сколько раз. 

Теперь нетрудно понять, что следует счигать пло- 
щадью четырехугольника АВОС. Поскольку он со- 
стоит из треугольников АВС и ВОС, вполне естест- 
венно считать, что площадь 
его равна сумме площадей 
этих треугольников. Пло- 
щадь первого треуголь- 
ника равна приблизитель- с 
но (—-2.5) см*, а площадь РА 
второго (—0.8) см? (пло- “, 
щадь первого взята со зна- ` 
ком плюс, так как он по- у 
вернут к нам своей поло- 
жительной стороной; пло- 
щадь второго со знаком ми- 
нус, так как он повернут к нам своей отрицательной 
стороной). Сумму этих двух чисел находим по пра- 
вилам алгебры: (-2.5) | (—0.8) = 2.5 —0.8 = 
—=--1.7см?. Итак, площадь нашего четырехуголь- 
ника равна 1.7 см?. 

Вдумчивый читатель тотчас же заметит слабое 
место в наших рассуждениях. Ведь линия АВОС 
может служить границей не только для куска, 
составленного из треугольников АВС и ВОС, но 
и для многих других кусков, составленных совсем 
иначе. Можно, например, взять четырехугольник 
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Рис. 35 


АВ’ОС (рис. 35) и перегнуть его по диагонали АВ, 
тогда четырехугольник АВШОС окажется составлен- 
ным из треугольников АВО и ОСА. Площадь четы- 
рехугольника должна равняться сумме площадей 
треугольников АВО и ПСА. Возникает вопрос, 
будет ли эта сумма равна тем же 1.7 см?? Ведь если 
окажется, что она равняется какому-либо другому 
числу, то это будет означать, что наше определение 
площади четырехугольника неудачно, так как 
не может площадь одного и того же четырехуголь- 
ника равняться двум различным числам. 

Это слабое место не трудно укрепить. Вернемся 
вновь К рис. 33. Треугольник АВС состоит из тре- 
угольников АВЕ и ВСЕ, а треугольник ВОС из 
треугольников ВЕС и ЕОС; следовательно, 


площадь АВС=площадь АВЕ-- площадь ВСЕ, 

площадь ВОС=площадь ВЕС- площадь ЕОС; 

площадь АВОС=площадь АВС--площадь ВОС= 

—площадь АВЕ- площадь ВСЕ- площадь ВЕС- 
+площадь ЕС. 


Но треугольники ВСЁ и ВЕС отличаются только 
направлением обхода их сторон; значит, их площади 
отличаются только знаками; поэтому сумма этих 
площадей должна быть равна нулю. Иначе говоря, 
в предыдущем равенстве два средних члена уничто- 
жают друг друга и мы получаем: 


площадь АВОС=площади АВЕ-+ площадь ЕБС (1) 
(не следует забывать, что в правой части стоит алге- 
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браическая сумма, первый член которой положите- 
лен, а второй — отрицателен). 


Если же мы будем рассматривать четырехуголь- 
ник АВОС как составленный из треугольников 
АВВ и ОСА, то получим: 


площадь АВО)=площадь АВЕ-+ площадь ЕДА, 
площадь ОСА=площадь ЕАР- площадь ЕБС; 
площадь АВОС=площадь АВО- площадь ОСА= 
=площадь АВЕ - площадь ЕРА-+ 
—- площадь ЕАО - площадь ЕДС. 
Но 
площадь ЕДА -- площадь ЕАД==0, 
так что 
площадь АВОС=площадь АВЕ--площадь ЕШОС. (2) 


Сравнивая равенства (1) и (2), мы видим, что 
правые части их одинаковы, и, следовательно, пло- 
щадь четырехугольника в обоих случаях выра- 
жается одним и тем же числом. 

Итак, площадь четырехугольника не зависит от 
того, из каких треугольников он составляется. 
С новой, алгебраической точки зрения площадь че- 
тырехугольника зависит только от формы и размера 
его границы и вовсе не зависит от того, какую 
форму и размер имеет кусок, ограниченный этой 
границей. 

Мебиус подошел к определению площади четы- 
рехугольника несколько иначе. Постараемся пока- 
зать на примере, как он это делал, 
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Возьмем на плоскости произвольную точку О 
и соединим ее со всеми вершинами четырехуголь- 
ника АВОС (рис. 36). Тогда этот четырехугольник 
можно рассматривать как составленный из четырех 
треугольников: АВО, ВОО, ОСО и САО, причем 
направление обхода каждого из них определяется 
направлением той стороны четырехугольника, ко- 
торая входит в данный тре- 
угольник. В таком случае 
границей куска, составлен- 
ного из этих треугольни- 
ков, является линия АВОС, 
так как ОВ, ОА, ОР иоС 
служат линиями, по которым 
приклеиваются друг к другу 
треугольники, составляющие 
наш четырехугольник, и по- 
тому не входят в границу. Площадь четырехуголь- 
ника придется рассматривать как алгебраическую 
сумму площадей четырех треугольников; при этом 
площади треугольников АВО и САО следует считать 
положительными, а площади треугольников ВОО 
и РСО — отрицательными. 

Не трудно показать, что при таком определении 
площади результат не зависит от выбора точки О. 
В самом деле, возьмем, кроме точки О, еще точку О’ 
и будем определять площадь четырехугольника 
АВОС с помощью обеих этих точек. В первом случае 


площадь АВОС==площадь АВО-- площадь ВОО-- 
-+ площадь ОСО--площадь САО, 
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К поавой части этого разенства прибавим сумму 
площадь О’АО--площадь АО’О-+площадь О’ВО-+ 
-- площадь ВО’О площадь О’РО-- площадь РО’О-- 
площадь О’СО--площадь СО’О; эта сумма равна 
нулю, потому что каждая пара соседних слагаемых 
(например, площадь О’АО и площадь АО’О) численно 
равны, но имеют противоположные знаки (это — 
площади одного и того же треугольника, но взятые 
при различном направлении обхода его границы). 
Поэтому от прибавления указанной суммы величина 
правой части предыдущего равенства не изменяется, 
Теперь мы можем переписать это равенство так: 


площадь АВОС=(площадь АВО-- площадь ВО’О-+ 

+площадь О’АО)-(площадь ВРО--площадь РО’О-- 

+ площадь О’ВО)-+(площадь РСО-+ площадь СО’О-+ 

-- площадь О’РО)- (площадь САО--площадь АО’О-+ 
-- площадь О’СО). 


Сумма в первой скобке равна площади треуголь- 
ника АВО’; во второй скобке — площади треуголь- 
ника ВДО’; в третьей скобке — пло"цади треуголь- 
ника ОСО’ и в четвертой -—- площади треугольника 
САО’. Таким образом получаем: 


площадь АВОС=площЩадь АВО’-+-площадь ВРО’-- 
площадь ОСО’-+-площадь САО’. 


Это равенство показывает, что площадь четырех- 
угольника может быть определена также и с помощью 
точки О’. 

Легко видеть, что способ Мебиуса по существу 
не отличается от вышеописанного способа опреде- 
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ления площадей многоугольников; разница заклю- 
чается лишь в том, что при способе Мебиуса прихо- 
дится брать не какой-угодно кусок, ограниченный 
данным многоугольником, а кусок специального 
вида. 

Все, что мы говорили о площади четырехуголь- 
ника, относится и к площади любого многоуголь- 
ника. Возьмем, на- 
пример, произволь- 
ную точку О на пло- 
скости и соединим 
ее со всеми верши- 
нами семиуголь- 
ника АВСРШЕРС 
(рис. 37). Тогда 
площадь семи- 
угольника можно 
определить как 

Рис. 37 сумму площадей 

семи треугольни- 

ков АВО, ВСО, СРО, РЕО, ЕРО, ЕСО и САО. При 

этом можно было бы опять показать, что данная 

сумма зависит только от величины, формы и направ- 

ления обхода линии АВСРЕРОС и вовсе не зависит 
от того, где взята точка О. 

Рассмотренные выше определения площади много- 
угольника наводят нас на мысль, что если мы возь- 
мем в пространстве какую-нибудь поверхность, огра- 
ниченную ломаной линией, и расплющим ее на пло- 
скость так, чтобы ломаная линия приняла форму 
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многоугольника, а поверхность превратилась бы 
в кусок, лежащий в той же плоскости, быть может, 
согнутый много раз, и ограниченный этим много- 
угольником, то площадь многоугольника будет 
равна (алгебраической) сумме площадей отдельных 
частей, из которых состоит полученный кусок. Эта 
мысль в основном верна, но нуждается все же в 
оговорках, о которых придется сказать несколько 
слов. 

Для того, чтобы можно было определить пло- 
щадь многоугольника, необходимо, чтобы каждая 
часть ограниченного им куска имела две стороны — 
положительную и отрицательную (красную и синюю); 
при этом две смежных части, соединенные по ли- 
нии сгиба, должны быть обращены к нам сторо- 
нами разного цвета, а смежные части, общая гра- 
ница которых не служит линией сгиба, — сторонами 
одного цвета. Между тем (как это ни кажется уди- 
вительным на первый взгляд) возможны такие по- 
верхности, которые имеют только одну сторону, и 
у которых поэтому нельзя закрасить одну сторону 
в один цвет, а другую — в другой. Для ясности при- 
ведем пример такой односторонней поверхности. 

Возьмем длинный и узкий прямоугольный кусок 
бумаги (рис. 38а) абс@, свернем его в кольцо, и 
повернув один конец на 180°, склеим концы. Тогда 
получим кольцо такого вида, как показано на 
рис. 386. Края аб и с4 нашей полосы, как видно на 
этом рисунке, склеены так, что точка а совпадает 
с точкой с, а точка 6 с точкой 4. Попробуем те- 
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перь одну сторону полученного кольца окрасить 
хотя бы в красный цвет (советуем читателю проде- 
лать это самому, так как только в этом случае он 
действительно поймет то, о чем мы сейчас будем го- 
ворить). Начав закраску с какого-либо места кольца 
и постепенно расширяя закрашенную область, мы 
незаметно перейдем «на другую сторону» кольца 
и закрасим ее полностью. Иначе говоря, между 


6 Ч 
; ЛИНИИ 
Рис. З8а 
«левой» и «правой» сторо- 
нами кольца нет никакой 
границы, они постепенно 
переходят одна в другую, 
т. е. поверхность имеет 
только одну сторону. 
Эта односторонняя поверхность носит название 
кольца или пояса Мебиуса. Если кольцо Мебиуса 
расплющить на плоскость хотя бы так, как это по- 
казано на рис. 39, то граница его примет форму 
многоугольника ММРОК$, а само кольцо превра- 
тится в плоский кусок, ограниченный линией 
ММРОКЮФ. Этот кусок не дает возможности опре- 
делить площадь многоугольника ММРОКФ: ведь, 
он имеет только одну сторону, а потому нельзя 
установить, какие знаки следует приписать тем 
отдельным частям, из которых состоит этот ку- 
сок. 
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Рис. 386 


Можно еще иначе пояснить, почему расплющен- 
ное кольцо Мебиуса, составленное из трапеций 
ММКО, КМР$, РУМО, не дает возможности опре- 
делить площадь многоугольника ММРОК$. Для 
этого придадим многоугольнику ММ№МРОК$ опре- 
деленное направление обхода его границы, хотя бы 
такое, какое показано стрелками на рис. 39. Попро- 
буем теперь установить соот- 


р 
ветствующее направление об- И 5 
хода отдельных частей, состав- № 
ляющих наш кусок. Напомним, 44 $4 

что на границе каждой части и 7. 
должно быть выбрано такое Рис. 39 
направление обхода, при ко- 

тором стороны многоугольника, входящие в гра- 
ницу этой части, обходятся в том же направле- 
нии, что и в самом многоугольнике. 

Трапеция М/МКО составляет одну из частей на- 
шего куска. Если границу этой трапеции пройти 
в направлении М/КО (т. е. сначала пройти сторону 
ММ от М к М, сторону МК от Мк К, сторону К9 
от АкОи, наконец, сторону ОМ от 9 к М), то сто- 
рона КО будет пройдена в направлении, противопо- 
ложном тому, какое она имела в многоугольнике 
ММРОК$. Значит, это направление обхода трапеции 
не пригодно для определения площади нашей фи- 
гуры. Если же пройти границу той же трапеции 
в направлении МОКМ, то сторона ММ будет прой- 
дена в направлении от М к М, т. е. в направлении, 
противоположном тому, в каком она проходится 
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в многоугольнике ММРОК$. Значит, и это направле- 
ние обхода границы трапеции не годится для опре- 
деления площади многоугольника. Таким образом, 


нельзя выбрать никакого направления обхода тра- 
пеции ММ№ЮО, которое годилось бы для определения 


площади многоугольника ММРОЮ$. То же самое 
можно сказать и о других трапециях, составляющих 
наш кусок. 

Все сказанное приводит нас к такому оконча- 
тельному выводу: если мы хотим определить пло- 
щадь произвольного (звездчатого) многоугольника, 
имеющего определенное направление обхода его 
границы, то нужно натянуть на этот многоугольник 
двусторонний плоский кусок и определить площади 
отдельных его частей; алгебраическая сумма пло- 
щадей этих частей даст площадь нашего многоуголь- 
ника, 


Задачи ко второй главе 


1. Окружность разделена на пять равных частей. Сколько 
можно построить различных правильных пятиугольников, 1 
имеющих вершины в точках деления? 

2. Показать, что при продолжении сторон обыкновенного, 
правильного пятиугольника до их взаимного пересечения 
получается правильный звездчатый пятиугольник. 

3. Можно ли тем же приемом из обыкновенного правильно- 
го восьмиугольника получить звездчатый правильный восьми- 
угольник. 

4. Показать, что не существует ни одного звездчатого пра- 
вильного шестиугольника. 


1 Правильным пятиугольником называется пятиугольник, 
все стороны и все углы которого равны между собой, 


42 


5. Показать, что плошадь антипараллелограма 1 равна 
нулю. 

6. Чему равна площадь восьмиугольника, граница кото- 
рого состоит из дважды пройденной в положительном направ- 
лении границы квадрата со стороной в | см (т. е. восьмиуголь- 
ника АВСРАВСО, где А, В, С, О — последовательные 
вершины квадрата). 

7. Плоский кусок ограничен двумя квадратами: большим 
со стороной в 10 см и маленьким со стороной в 6 см. Определить 
площадь этого куска: а) если граница большого квадрата об- 
ходится в положительном направлении, а малого в отрица- 
тельном; 0) если оба квадрата обходятся в положительном 
направлении; с) зависит ли в обоих случаях величина пло- 
щади куска от расположения квадратов. 


1 Антипараллелограмом называется  четырехугольник, 
две противоположные стороны которого равны, параллельны 
и одинаково направлены, а две другие пересекаются, 


Глава третья 


ПЛОЩАДИ, ОГРАНИЧЕННЫЕ КРИВЫМИ 
ЛИНИЯМИ, И ДЛИНЫ КРИВЫХ ЛИНИЙ 


Определение площадей, ограниченных кривыми 
линиями, существенным образом отличается от опре- 
деления площадей многоугольников. Ведь, площадь, 
ограниченную кривой, никак нельзя разбить натре- 
угольники или составить из треугольников. Поэтому, 
казалось бы, та теория площадей, которую мы по- 
строили в двух первых главах, не может быть рас- 
пространена на фигуры, ограниченные кривыми 
линиями. Но в действительности это не так. С по- 
мощью «принципа предельного перехода», к изло- 
жению которого мы сейчас перейдем, вся теория 
площадей, построенная ранее, применима и в этом 
случае. 

На рнс. 40 изображена замкнутая кривая линия. 
Разобьем ее на маленькие части точками |, 2,3...., 14. 
У нас на чертеже взято четырнадцать точек деле- 
ния, причем одиннадцатая точка совпадает с первой 
(здесь находится «двойная точка» кривой, т. е. точка 
ее самопересечения). Можно было бы взять и больше: 
двадцать, тридцать, вообще сколько угодно точек. 
Соединив их в последовательном порядке прямыми 
линиями, мы получим многоугольник 123... Если 
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точек на кривой взято много и расположены они 
близко одна от другой, то полученный многоуголь- 
ник будет почти вплотную прилегать к кривой линии, 
и его площадь будет мало отличаться от площади, 
ограниченной этой кривой. 

В самом деле, как видно на рисунке, разность 
между указанными площадями равна сумме пло- 
Щадей заштрихованных частей, т. е. действительно 
очень мала. 

Для того, чтобы разность между площадью, огра- 
ниченной кривой и площадью многоугольника стала 
еще меньше, нужно разбить кривую на более мелкие 
части и, следовательно, вписать в нее многоугольник 
с еще большим числом сторон. Новый многоуголь- 
ник будет еще ближе прилегать к кривой и потому 
его площадь еще меньше будет отличаться от пло- 
щади, ограниченной этой кривой. 

Опишем теперь в общих чертах «принцип предель- 
ного перехода». Представим себе, что в кривую 
вписывают все новые и новые многоугольники, при- 
чем при переходе от одного многоугольника к дру- 
гому увеличивают число сторон многоугольника, 
уменьшая все его стороны. Тогда, конечно, площади 
всех этих многоугольников будут различны. При 
этом площадь второго многоугольника будет ближе 
к площади кривой, чем площадь первого, так как 
второй многоугольник плотнее прилегает к кривой; 
точно так же площадь третьего многоугольника будет 
ближе к площади кривой, чем площадь второго 
ит. д. 

45 


Предположим теперь, что нам не известна пло- 
щадь кривой, но известны площади бесконечного 
множества многоугольников, вписанных в эту кри- 
вую. Может случиться, что, проследив изменение 
площадей многоугольников, нам удастся устано- 
вить, что по мере увеличения числа сторон площади 
многоугольников все более и более приближаются 
к некоторому определенному числу. Тогда это число 
и есть площадь кривой, В математике принято гово- 
рить в этом случае, что с увеличением числа сторон 
и с уменьшением самих сторон многоугольники стре- 
мятся к площади кривой как к пределу. 

Конечно, сказанного о принципе предельного пе- 
рехода далеко недостаточно для того, чтобы пользо- 
ваться им на практике. Чтобы освоиться с ним, необ- 
ходимо разобрать много различных случаев его при- 
менения. Но в этой книжке мы не ставим себе таких 
широких целей. Для нашей цели достаточно будет 
рассмотреть два примера, важных как с практиче- 
ской, так и с теоретической и исторической точек 
зрения: это — вычисление площади круга и длины 
окружности. 

Но прежде чем переходить к рассмотрению этих 
двух задач, вернемся еще раз к чертежу 40. Напомним, 
что если точки 1, 2, 3.., расположены близко одна 
от другой и, следовательно, многоугольник почти 
совпадает с кривой, то и его длина (периметр) почти 
равна длине кривой. Если увеличивать число сторон 
влисанного в кривую многоугольника, уменьшая 
одновременно самые стороны, то периметр много- 
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угольника будет изменяться. Если при этом ока- 
жется, что периметры многоугольников постепенно 
приближаются к некоторому определенному числу, 
то, очевидно, это число и есть длина нашей кривой. 
Таким образом, длина кривой 
есть предел периметров много- 
угольников, вписанных в кри- 
вую, получаемый при неогрэа- 
ниченном увеличении числа 
сторон и уменьшении самих 
сторон многоугольника. 

Следовательно, один и тот 04 
же процесс увеличения числа \ 
сторон и уменьшения самих 
сторон многоугольника позво- 
ляет определить и площадь и 
длину кривой. Поэтому эти две задачи мы боль- 
шей частью будем рассматривать одновременно. 

После этих предварительных замечаний мы можем 
перейти к определению площади круга и длины 
окружности. 

Сравним сначала два круга с разными радиусами. 
Допустим, что они расположены концентрически, 
т. е. их центры совпадают. Для определенности бу- 
дем считать, что радиус одного круга в два раза 
больше, чем радиус другого. 

Впишем в большую окружность правильный 
шестиугольник (рис. 41) и соединим его вершины 
с центром прямыми линиями. Тогда точки пересе- 
чения этих линий с малой окружностью будут вер- 

417 


|, 
Рис. 40 


пинами другого шестиугольника, вписанного в ма- 
лую окружность. Очевидно, каждая сторона боль- 
шого шестиугольника в два раза больше каждой 
стороны малого, а 
потому и периметр 
его тоже в два раза 
больше. 

Если вместо шес- 
тиугольников мы та- 
ким же образом впи- 
шем в оба круга 
правильные двенад- 
цатиугольники, То 
так же убедимся, что 
периметр двенадца- 
тиугольника, вписан- 
ного в большую ок- 
ружность, будет в два раза больше, чем периметр две- 
надцатиугольника, вписанного в малую окружность. 
Точно так же можно убедиться, что периметр пра- 
вильного двадцатичетырехугольника, вписанного 
в большую окружность, в два раза больше периметра 
правильного двадцатичетырехугольника, вписанного 
в малую окружность и т. д. 

Вообще, какой бы правильный многоугольник 
мы ни вписали в большую окружность, его пери- 
метр будет вдвое больше периметра правильного 
многоугольника с тем же числом сторон, вписанного 
в малую окружность. По мере возрастания числа 
сторон периметры многоугольников, вписанных в 
48 


большую окружность, приближаются к длине этой 
последней; точно так же по мере возрастания числа 
сторон периметры многоугольников, вписанных в 
малую окружность, приближаются к длине этой 
окружности; но периметры больших многоуголь- 
ников все время вдвое больше, чем периметры 
малых, значит и предел, к которому прибли- 
жаются периметры больших многоугольников, дол- 
жен быть вдвое больше, чем предел, к которому при- 
ближаются периметры малых; иначе говоря, боль- 
шая окружность должна быть вдвое длиннее малой. 

Если бы радиус большой окружности был не 
в два, а в три раза больше, чем радиус малой, то, 
рассуждая совершенно таким же образом, мы убе- 
дились бы, что и длина большой окружности была бы 
в три раза больше, чем малой. Вообще, если радиус 
одного круга в несколько раз больше, чем радиус 
другого, то и окружность первого круга во столько 
же раз больше, чем окружность второго. 

Для нас важен собственно не этот факт, а одно 
следствие, которое из него вытекает. Предположим, 
например, что длина какой-либо окружности в п раз 
больше, чем ее диаметр (здесь греческая буква «пи» — 
— п — обозначает какое-то, пока неизвестное нам 
число) и, следовательно в 2п раз больше, чем его ра- 
диус. Если мы увеличим или уменьшим радиус в не- 
сколько раз, то, какмы видели, и окружность увели- 
чится или уменьшится во столько же раз и, следова- 
тельно, длина новой, измененной окружности будет 
опять в п раз больше ее диаметра. Это замечательное 
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предложение можно высказать еще так: отношение 
длины окружности к диаметру есть величина по- 
стоянная. 

Если бы нам было известно это число п, выра- 
жающее отношение длины окружности к диаметру, 
то определение длины окружности не составляло бы 
никакого труда: достаточно было бы для этого 
умножить длину диаметра на 
п. К сожалению, мы пока не 
знаем этого числа; ближайшая 
наша задача и будет состоять 
в его вычислении. 

Вернемся вновь к правиль- 
ному шестиугольнику, вписан- 
ному в окружность (рис. 42). 
Не трудно убедиться, что сто- 

Рис. 42 рона этого шестиугольника рав- 

на радиусу окружности. Ведь 

если мы соединим центр окружности прямыми ли- 

ниями со всеми вершинами шестиугольника, то 

центр окружности окажется вершиной шести равных 

углов, образованных этими линиями. Так как уг- 

лы, полностью заполняющие плоскость вокруг ка- 

кой-либо точки, составляют 360°, то каждый из 
наших углов должен равняться 60°. 

Обратимся теперь к одному из тех шести треуголь- 
ников, на которые разделился наш шестиугольник. 
Так как угол, вершиной которого служит центр ок- 
ружности, составляет 60° и так как сумма трех углов 
треугольника всегда равна 180°, то на долю двух 
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других углов приходится 120°. Но легко заметить, 
что последние два угла равны; следовательно, ка- 
ждый из них содержит 60°’. Итак, каждый угол 
треугольника содержит 60°. Это возможно только в 
том случае, если все три стороны треугольника равны 
между собой. Но две стороны нашего треугольника 
являются радиусами окружности; значит, третья сто- 
рона, которая в то же время является стороной шести- 
угольника, равна радиусу окружности. Таким обра- 
зом, сторона правильного, вписанного в окружность 
шестиугольника, равна радиусу этой окружности. 
Заметим теперь (рис. 42), что граница правиль- 
ного шестиугольника довольно близко прилегает 
к окружности; поэтому, взяв вместо длины окруж- 
ности периметр вписанного шестиугольника, мы 
сделаем не очень большую ошибку. Разделив пери- 
метр шестиугольника на диаметр круга, мы получим 
приближенное значение для числа п, которое будет 
несколько меньше истинного, так как периметр шес- 
тиугольника несколько меньше длины окружности. 
Мы только что определили, что сторона правиль- 
ного вписанного в окружность шестиугольника равна 
радиусу окружности; следовательно, периметр ше- 
стиугольника равен шести радиусам. Но диаметр 
круга равен двум радиусам; значит, отношение пери- 
метра шестиугольника к диаметру равно 3. Отсюда 
можно заключить, что п приблизительно равно 3. 
Это значение п еще не точно; истинное значение п не- 
сколько больше этого, но даже это неточное значение 

числа п бывает иногда полезно. 
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Перейдем теперь к более точному вычислению 
числа п; к сожалению, здесь потребуются от чита- 
теля несколько большие знания из алгебры, чем 
в других местах этой книжки; но, пожалуй, если 
читатель имеет под рукой таблицу квадратных 
корней и помнит теорему Пифагора, о которой гово- 
рилось в первой главе, то нам удастся провести 
его без особых недоразумений и через эти труд- 
ности. 

Более точное значение п мы будем вычислять 
так же, как и в предыдущем случае, только вместо 
шестиугольника нам придется брать многоуголь- 
ники с большим числом сторон. Так как, по мере 
увеличения числа сторон, периметры правильных 
вписанных многоугольников постепенно прибли- 
жаются к окружности, то вычисление п указанным 
способом будет тем точнее, чем больше сторон имеет 
многоугольник. Мы будем, постепенно удваивая 
число сторон многоугольника, переходить от шести- 
угольника к двенадцатиугольнику, а затем к двадца- 
тичетырехугольнику, к сорокавосьмиугольнику, и, 
наконец, к девяностошестиугольнику. Таким обра- 
зом, мы будем получать последовательно все более 
и более точные значения п. 

Чтобы получить правильный вписанный две- 
надцатиугольник, разделим пополам каждую дугу 
окружности, заключенную между двумя соседними 
вершинами правильного вписанного шестиуголь- 
ника; эти шесть точек деления вместе с шестью 
вершинами шестиугольника составят двенадцать 
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вершин правильного вписанного двенадцатиуголь- 
ника (рис. 43). 

Пусть А,, А, А,— три последовательных вер- 
шины двенадцатиугольника. Прямая ОА, делит по- 
полам сторону А.А, шести- 
угольника; следовательно, ли- 
ния А.А равна половине ра- 
диуса окружности: А.А => 
Из прямоугольного треуголь- 
ника А,АО (прямой угол 
при вершине К) находим от- 
резок ОК; для этого сна- 
чала находим его квад- 


рат по теореме Пифагора: 


/“ 


0 
} 
| 
| 


Ю \ ‚ В ЗК 
ОК: — ОА? — А.К" (%} = — ==. 


а затем, извлекая квадратный корень, находим и 
длину самого отрезка ОК: 


3 1 — 
ок=У \=У ВИЗ 
ИЗ можно найти в таблицах квадратных корней; 


он равен 1.732051. 
Следовательно, 


ОК=-- В. 1.132051=0.866026А. 
Отрезок АА, мы получим, вычтя эту величину из 
радиуса круга: 
КА, =Ю —0.866026Ю =0.133974К. 


Сторону двенадцатиугольника находим теперь по 
теореме Пифагора из треугольника АКА, (прямой 
угол при К): 


41. = А.А? = АК? -- КА? = (0.5К)?- (0.133974Ю)* = 
—0.25Ю? -- 0.017948 Ю? = 0.267948К", 
откуда 
а. = А.А. =0.5176 36Ю. 

Умножая эту величину на 12, получим периметр 
двенадцатиугольника: 0.517636Ю . 12 =6.211632Ю. 
Разделив его на 2Ю, 
находим новое, бо- 
лее точное значе- 
ние п: 


п —=6.211632Ю : 2Ю = 
3.105816. 


Чтобы вычислить 
еще более точное 
значение п, перейдем 
к двадцатичетырех- 
угольнику. — Пусть 
В.В, и В.В, — сто- 
роны правильного — двадцатичетырехугольника, 
вписанного в окружность (рис. 44 '); тогда 
В,В, — сторона двенадцатиугольника, длина кото- 


1 Чертеж 44 выполнен без соблюдения истинных отношений 
между элементами чертежа, так «ак погоня за точностью чер- 
тежка привела бы к неудобной для обозрения величине дур 
В.В, и В. В.. 
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рой нам уже известна. Соединяем точки В. и В. 
с центром круга О. Точка [, — точка пересечения 
радиуса ОВ, с хордой В.В. — делит сторону В.В. 


пополам. Поэтому В.Г. => а, = 0.5.0.517636Ю = 


— 0.258818Ю. 
Из прямоугольного треугольника В,Г.О (угол [ 
прямой) находим: 


012— ОВ? — В.[.2 = ©? — (0.258818 Ю)? = 
— К? — 0.0669468 — 0.9330548®. 


Извлекая отсюда квадратный корень, получаем: 
О.= 0.933054Е? = 0.965957Ю. 


Вычитая эту величину из радиуса круга, получим 
длину отрезка ЁВ.: 


[В, == — 0.965957Ю = 0.034043В. 


Теперь из прямоугольного треугольника В.ЁВ. 
(угол Ё прямой) можно найти сторону двадцатиче- 
тырехугольника: 


24 = В: В? = В . [2 + В. [2 — (а... + В.[.? = 
=- ‚ 0.267948К? -+ (0.034043Ю)*= 
= 0.066987А*-{ 0.001159? =0.068146Е?. 


Извлекая квадратный корень, получаем: 


4.4 = 9.068146Ю? =0,261047К. 


Умножая эту величину на 24, находим периметр 
двадцатичетырехугольника 


Р.=24 . 0.261047Ю =6.265128Ю. 


Разделив периметр двадцатичетырехугольника на 
диаметр круга, получим третье, еще более точное 
значение п: 


п =6.265128Ю:2Ю =3.132556. 

Чтобы получить еще более точное значение к, 
перейдем к сорокавосьмиугольнику. Воспользуемся 
опять рис. 44, но на этот раз будем считать, что 
хорды В.В. и В.В, представляют собою стороны 
сорокавосьмиугольника, а В.В, — сторону двадцати- 
четырехугольника. Подобно предыдущему будем 
иметь: 

012—=0ОВ? — В И = К — ра? = 


24 
=? — у. 0.068146 = К? — 0.017037 = 
—0.982963Ю?; 
ОГ. =, 0.982953? =0.991444Ю; 
ГВ, =Ю— 0.991444Ю =0.008556К; 
2 =В.В> =В Ил + ЕВ = а, -- ГВ? = 


=: 0.063146 -|- (0.008566)? = 


—0.017037А? - 0.0000738? =0.017110?; 
а == 0.0171108? =0.130805Ю; 
Р: =48.0.130805® =6.278544Ю: 
п==6.278544Р :2Ю =3.139272. 


Перейдем теперь к девяностошестиугольнику. 
Воспользуемся снова рис. 44, только в этом случае 
хорды В.В. и В.В. будем считать сторонами девя- 
ностошестиугольника, а хорду ВВ, — стороной со- 
рокавосьмиугольника. Будем иметь: 


012 = ОВ? — В, [2 = ЮР? — (>41) = 1—1 а?, 
= — +. 0.017110Ю2 =? — 0.004277Ю? = 
—0.995723Ю3. 
ОГ, = 0.995723? —0.997859Ю. 
В.Г. = ОВ, — ОГ. =В — 0.997859 =0.00214:Ю; 
2, =В аж (аз)? + В? = ча? Ва = 
= ‚ 0.017110Ю + (0.002141)? == 
=0.004277Ю? + 0.660005? = 0.0042829? ; 


аз —=у/0.0042826? =0.055437Р; 


Рв = 96 .0.065437Ю =6.281952Ю; 
п —=6.271952Ю : 2Ю =3.140976. 


Так как это число выражает тоже только при- 
ближенное значение п, то возможно, что последние 
цифры этого числа неправильны. Чтобы установить, 
каково же все-таки число п, сравним все получен- 
ные значения для п. Выпишем их: 


Шестиугольник.......... =—3. 

Двенадцатиугольник ...,... —3.105818 
Двадцатичетырехугольник ..... —=3.132564 
Сорокавосьмиугольник....... =3.139272 
Девяностошестиугольник ..... 3.140976 
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Как видим, по мере увеличения числа сторон 
многоугольника, вычисленные нами приближенные 
значения п постепенно возрастают, при этом сна- 
чала быстро, а затем все медленнее. Например, при 
переходе от шестиугольника к двенадцатиугольнику 
приближенное значение п возросло более чем на 0.1; 
при следующем переходе оно возросло менее, чем 
на 0.03; далее — менее, чем на 0.007 и, наконец, 
при переходе от сорокавосьмиугольника к девяносто- 
шестиугольнику — менее чем на 0.002. Чтобы опре- 
делить истинное значение п, нужно установить, 
к какому числу будет стремиться полученный ряд 
чисел, если его продолжать и дальше, путем неогра- 
ниченного удвоения числа сторон многоугольников. 
Хотя мы и не можем проделать этот бесконечный 
процесс неограниченного увеличения числа сторон 
многоугольника, но и теперь уже на основе нашей 
таблички можно судить о величине числа п. Так 
как при продолжении таблицы приближенные зна- 
чения п будут возрастать еще медленнее, то, оче- 
видно, дальше будут меняться только тысячные 
и другие более мелкие доли получаемых нами прни- 
ближенных значений, а единицы, десятые и сотые 
доли меняться не будут. Это дает нам право выска- 
зать предположение, что п будет немного больше 
3.14, т. е. оно будет больше 3.14 и меньше 3.15. 

Что п больше 3.14, доказано предыдущими вы- 
числениями; остается показать, что оно меньше 3.15. 
Для этого рассмотрим описаиные около окружности 
многоугольники. 
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Пусть около окружности описан правильный 
многоугольник (на рисунке 45 шестиугольник 
А, А.... Аз). Если все углы этого многоугольника 
срезать при помощи касательных, как это показано 
на рисунке, то он превратится в другой правильный 
описанный многоугольник с вдвое болышим числом 
сторон (многоугольник В.Р.... В12), периметр кото- 
рого будет меньше пе- А в, 
риметра первоначального 
многоугольника, потому 
что каждая новая сторо- п, 
на, например, сторона д. 
В,Вз, заменила собой не- р’ 
которую ломаную линию 
(в нашем случае лома- 
ную В.А,Вз), соединяю- ов 
щую ее концы. Как из- Рис. 45 
вестно, прямая линия ко- 
роче всякой другой линии, соединяющей те же точки. 

Если мы опять начнем с правильного шестиуголь- 
ника, но теперь уже описанного около окружности, 
и, постепенно удваивая число сторон, будем пере- 
ходить к правильному описанному двенадцатиуголь- 
нику, а затем к такому же двадцатичетырехуголь- 
нику и так дальше, то периметры этих многоуголь- 
ников, как мы только что убедились, будут умень- 
шаться, причем граница многоугольника еще больше 
приблизится к окружности, следовательно, преде- 
лом периметров описанных многоугольников будет 
снова ллина окружности, Но приближаясь к длине 
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окружности, периметры описанных  многоуголь- 
ников уменьшаются, так что периметр всякого опи- 
санного многоугольника больше окружности. По- 
этому, вычислив, например, длину правильного опи- 
санного сорокапвосьмиугольника, мы получим число, 
немного превышающее длину окружности; разделив 
его на диаметр окруж- 
ности, находим прибли- 
женное значение п, не- 
сколько большее истин- 
ного. Таким образом мы 
сможем установить, что 
число п меньше 3.15. 

Вычисление пери- 
метра описанного соро- 
кавосьмиугольника зна- 
чительно облегчается, 
если воспользоваться 
уже вычисленным пе- 
риметром вписанного. 
Заметим, что описанный многоугольник мы можем 
получить из вписанного, несколько увеличив этот 
последний. Чтобы определить, во сколько раз мы 
должны его при этом увеличить, достаточно узнать, 
во сколько раз увеличится в данном случае какая- 
нибудь одна определенная линия многоугольника. 
Например, если нам известно, во сколько раз линия 
ОК’ больше линии ОК (рис. 46), мы можем сказать, 
во сколько раз периметр описанного шестиугольцика 
больше периметра влисанного шестиугольника, Оче- 
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Рис. 46 


видно, каждая сторона увеличивается во столько же 
раз, во сколько раз увеличивается линия ОК, пре- 
вращаясь в ОК’; следовательно, и периметр описан- 
ного шестиугольника будет во столько же раз больше 
периметра вписанного шестиугольника. 

То же самое можно повторить и для сорокавосьми- 
угольников. Длина линии ОК вписанного сорока- 
восьмиугольника была нами вычислена на стр. 57; 
(там она обозначалась ОГ.) она равна 0.997859Ю. Ли- 
ния ОК’ для всех описанных многоугольников оди- 
накова — равна радиусу К. Разделив А на 0.997859Ю, 
получим число 1.002145, которое показывает, во 
сколько раз периметр описанного сорокавосьми- 
угольника больше периметра вписанного сорока- 
восьмиугольника. Но периметр вписанного сорока- 
восьмиугольника был нами вычислен: он равен 
6.278544Ю. Умножив его на 1.002145, получим 
6.292007К — периметр описанного сорокавосьми- 
угольника. Разделив это число на диаметр круга 
(2 К), получим число 3.145004, которое должно быть, 
как мы видели, несколько больше к. Но если п 
меньше этого числа, то оно тем более меньше 3.15. 
Сравнивая этот результат с полученным ранее, при- 
ходим к выводу, что 


3.14<п< 3.15. 


Описанный здесь способ для вычисления п 

в высшей степени громоздок. Ценой огромных уси- 
лий мы получили всего лишь три знака этого числа. 
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Вычисление дальнейших десятичных знаков потре- 
бовало бы еще большей затраты труда. Но наш труд 
не пропал даром: он помог нам выявить самую 
природу числа п и тот принцип предельного перехода, 
о котором мы говорили выше. Кроме того, наше вы- 
числение п оправдывается и практическим значе- 
нием последнего, ибо невозможно перечислить все 
случаи, когда приходится вычислять длину окруж- 
ности или площадь круга, т. е. пользоваться резуль- 
татами только что проделанной нами работы. 
Более точные вычисления дают для п значение 


3.14159. На практике очень удобно значение п== 


Оно несколько ‘точнее, чем 3.14, но менее точно, 
чем 3.14159. 

Познакомившись с вычислением длины окруж- 
ности, мы легко можем понять, как вычисляется 
площадь круга. Соединив его центр с вершинами 
правильного описанного многоугольника, мы ра- 
зобьем этот последний на треугольники, каждый 
из которых будет иметь своим основанием сторону 
многоугольника, а высотой — радиус круга. Таким 
образом, каждый такой треугольник равновелик 
прямоугольнику, основание которого равно стороне 
многоугольника, а высота — половине радиуса кру- 
га. Если мы положим рядом столько таких прямо- 
угольников, сколько сторон имеет многоугольник, 
то получим длинный прямоугольник, площадь кото- 
рого равна площади многоугольника. Но основание 
этого прямоугольника равно, очевидно, периметру 
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многоугольника, а высота — половине радиуса 
круга. Таким образом, площадь описанного много- 
угольника равна его периметру, умноженному на 
половину радиуса круга. 

Если мы начнем удваивать число сторон описан- 
ного многоугольника, площадь его будет прибли- 
жаться к площади круга, а периметр (а также и осно- 
вание длинного прямоугольника) — к длине окруж- 
ности. Отсюда мы делаем вывод, что в пределе пло- 
щадь длинного прямоугольника будет равна пло- 
щади круга. Но основание его будет равно длине 
окружности, а высота — половине радиуса. Следо- 
вательно, площадь круга равна длине окружности, 
умноженной на половину радиуса. Это правило 
можно записать формулой: 


| 
$= С.Е. 


Здесь $ — площадь круга, К — его радиус, а 
С — длина окружности. Заметив, что С=2тА, мо- 
жем переписать эту формулу так: 


1 


$ == .2пАЮ.Ю=пА?. 


| 


ИЛИ 
$ шт п? 


Последней формулой обычно и пользуются. 
Итак, площадь круга равна квадрату его радиуса, 
умноженному на т. 
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Задачи к третьей главе 


|. В высшей математике доказывается, что к можно вы- 
числить по формуле: 


к — 16 [5—3 Ее т —4 [539 —з (5) + ы] 


Каждая квадратная скобка в правой части равенства содер- 
жит бесконечно много членов. Для приближенного вычисления п 
берут в каждой из этих скобок несколько первых членов. Вы- 
числите т, взяв в первой из квадратных скобок два первых 
члена, а во второй -- один член. 


Глава четвертая 
МНОГОГРАННИКИ 


Как на плоскости мы различали обыкновенные 
и звездчатые многоугольники, так и в пространстве 
можно рассматривать обыкновенные и зведчатые 
многогранники. Примерами обыкновенных много- 


Рис. 41 Рис. 48 


гранников могут служить тетраэдр (его называют 
чаще треугольной пирамидой — рис. 47), куб 
(рис. 48), параллелепипед (рис. 49), треугольная 
призма (рис. 50) и т. д. Все эти тела ограничены 
плоскими кусками (гранями), которые являются 
обыкновенными многоугольниками. Грани приле- 
гают друг < другу по прямым линиям (ребра много- 
гранника); концы, которыми ребра упираются друг 
в друга, называются вершинами многогранника. 

65 


Грани обыкновенного многогранника не пересекают 
друг друга; такой многогранник разбивает про- 
странство на две части: одна часть составляет вну- 
тренность многогранника, а другая лежит вне его 
и бесконечно простираегся во гсе стороны. 
Звездчатые многогранники обладают многими не- 
обычными свойствами. Различают два вида этих 
многогранников. У некоторых из них грани — обык- 


Рис. 49 Рис. 50 


новенные многоугольники, пересекающие друг друга, 
у других — звездчатые. Могут быть и такие много- 
гранники, у которых одни грани — звездчатые мно- 
гоугольники, а другие — обыкновенные. 

Приведем несколько примеров звездчатых много- 
гранников. Возьмем куб и на его нижнее основание 
поставим правильную четырехугольную пирамиду. 
Допустим, что ее основание совпадает с нижним 
основанием куба, а высота больше ребра куба. 
Выбросим нижние основания куба и пирамиды. 
Тогда оставшиеся грани куба и боковые грани пира- 
миды вместе составят многогранник, расположенный 
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в пространстве с самопересечениями (рис. 51). Этот 
многогранник будет иметь девять граней: ЕЕСН — 
бывшее верхнее основание куба; АВРЕЕ, ВССЕ, 
СОНС и РАЕН — бывшие боковые грани куба; 
АВГ, ВС, СОГ, РАГ — бывшие боковые грани 
пирамиды. Рассматриваемый девятигранник име- 
ет линию  самопересечения 
тпра; при этом прямые тп, 
пр, 4, т, составляющие 
линию самопересечения, от- 
нюдь не являются ребрами 
многогранника, так как они 
не служат сторонами ни од- 
ного из многоугольников, 
ограничивающих многогран- 
НИК. 
Девятигранник, изобра- Рис. 5! 

женный на рис. 51|, есть 

двусторонняя поверхность. Чтобы в этом убедиться, 
представим себе, что внешняя поверхность куба 
и внутренняя поверхность пирамиды выкрашены 
красной краской, а внутренняя поверхность куба 
и внешняя поверхность пирамиды — синей краской. 
После того как мы выбросили нижние основания 
куба и пирамиды и получили таким образом девяти- 
гранную поверхность, мы можем беспрепятственно 
переходить с <расной стороны одной грани на крас- 
ную сторону другой грани точно так же, как и с си- 
ней стороны грани на синюю же сторону, но при 
эгом мы не можем переходить © красной стороны 
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одной грани на синюю сторону другой грани и, на- 
оборот, с синей стороны на красную. Это и значит, 
что восьмигранник имеет две стороны — красную и 
синюю. 

Необходимо указать, как мы должны двигаться 
при переходе через линию самопересечения поверх- 
ности. Мы всегда будем предполагать, что, перейдя 
через эту линию, мы двигаемся по той же грани и ни 
в коем случае не переходим на другую. Это ограни- 
чение необходимо ввести для того, чтобы можно было 
различать две стороны многогранника. Оно не со- 
держит в себе ничего искусственного, ведь мы счи- 
таем, что пересекающиеся грани никак не соединены 
по линии их пересечения. 

Нужно отметить, что среди звездчатых многогран- 
ников, помимо двусторонних, имеются и односто- 
ронние. При этом не следует думать, что односторон- 
ние многогранники непременно должны иметь гра- 
ницу, как это было у поверхности Мебиуса. Могут 
быть и замкнутые, т. е. не имеющие границы одно- 
сторонние многогранники; у таких многогранников 
к каждому ребру примыкают в точности две грани. 
Простейшим примером одностороннего замкнутого 
многогранника может служить так называемый геп- 
таэдр (семигранник). Мы сейчас объясним, как 
устроен этот замечательный многогранник. 

Возьмем две совершенно одинаковые четырех- 
угольные правильные пирамиды и приложим их 
друг к другу основаниями. Боковые грани этих 
двух пирамид составят новый многогранник, имею- 
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щий восемь треугольных граней — так называемый 
октаэдр. Для большей ясности перечислим грани 
октаэдра, пользуясь рис. 52: АВЕ, ВСЕ, СШБЕ, 
РАЕ, АВЕ, ВСЕ, СБЕ, АЕ. Для построения гепта- 
эдра нам понадобятся четыре из этих восьми граней, 
а именно АВЕ, СПЕ, ВСЕ и ПАР. 

Чтобы получить гептаэдр, добавим к этим четы- 
рем треугольным граням еще три четырехугольных 
грани АВСО, ВЕРЕ, АРСЕ:; 
вместе эти семь граней и обра- 
зуют гептаэдр. 

Чтобы убедиться, что геп- 
таэдр замкнут, нужно просле- 
дить за тем, чтобы к каждому 
ребру прилегали в точности две 
грани; ребро, к которому при- 
мыкает только одна грань, РИС 4 
должно лежать на краю по- 
верхности, т. е. входить в ее границу, так что 
поверхность, имеющая такое ребро, ни в коем случае 
не может быть замкнутой. Проверка подтверждает, 
что гептаэдр есть замкнутая поверхность. В самом 
деле, к ребру АЕ примыкают грани АВЕ и АРСЕ, 
к ребру ВЕ —грани АВЕ и ВЕОЕ ит. д. Чтобы 
облегчить проверку, приводим табличку, в левом 
столбце которой перечислены все ребра гептаэдра, 
а в верхней сгроке — все его грани; если грань при- 
мыкает к ребру, то на пересечении столбца и строки, 
в которых записаны названия этих грани и ребра, 
мы ставим единицу; если же рассматриваемая грань 
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не примыкает к этому ребру, то на пересечении их 
столбца и строки мы ставим нуль (табл. 1). 


Таблица 1 
.—* | 
АННЕ 
< < ` < [* < 

О ОС ИЕ ты 
ое и — оо о ны: 
ВЕ. ....... в оо гоГо| | о 
СЕ повели ыа от о оо 1 
РЕ’... .. ОС В В А 
АЕ ао а аа АЕ о10| | 
В ооо аа а по. 0 ее 
ВЕ в аа бо оо 
РЕ ооо вьаа О о 
АВ... ...... Ре оо о| о 
ВЕ позже кат оо Е оо 
кожа ка о НЫ 
РА...... а ото о Го 0 


В каждой строке оказалось по две единицы; это 
значит, что каждое ребро принадлежит сразу двум 
граням. Итак, гептаэдр замкнут. 

АС, ВР и ЕР есть линии самопересечения гепта- 
эдра, но они не служат его ребрами, так как не 
являются сторонами многоугольников, составляющих 
гептаэдр. 

Чтобы убедиться, что гептаэдр есть односторонняя 


поверхность, нужно показать, что, двигаясь непре- 
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рывно по гептаэдру, можно с одной стороны какой- 
либо грани перейти на другую сторону той же грани. 
Такое путешествие показано на рис. 53. 

Отправным пунктом служит точка М, лежащая 
на грани АВСО на верхней ее стороне. Из точки М 
мы идем по прямой ММ до ребра ВС, очевидно, все 
время по верхней стороне грани 
АВСП. Переходя через ребро 
ВС, мы переваливаем с грани 
АВСО на грань ВСЁ, но так как 
проходить сквозь поверхность мы 
не имеем права, то мы попадем на 
переднюю сторону грани ВСР. Сле- 
дуя по ней вдоль линии МР, мы дс- 
стигаем ребра СЁ, переваливаем че- 
рез него и попадаем на заднюю сторону грани АРСЕ. 
Далее, двигаясь по задней стороне этой грани, мы 
достигаем точки @, где переходим на переднюю сто- 
рону грани АБР. Наконец, в точке К мы перехо- 
дим с передней стороны грани АБЕ на нижнюю 
сторону грани АВСО, идя по которой достигаем 
точки 5, лежащей на нижней стороне грани АВСР. 
Но Миб — дветочки, лежащие на разных сторонах 
грани АВСО; следовательно, следуя вдоль линии 
ММРИЮ$, мы перешли с одной стороны грани 
АВСРО на другую; этим и доказывается односторон- 
ность гептаэдра. 

То же самое путешествие можно представить себе 
еще более наглядно, если разрезать гептаэдр по реб- 
рам АР, ДЕ, ВЕ, СЕ, ОЕи ПЕ, разогнуть его и по- 
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ложить на плоскость. Такая «выкройка» гептаэдра 
изображена на рис. 54. Представим себе, что течка 
М находится на стороне, обращенной к читателю. 
Очевидно, на той же стороне лежит весь путь ММРО. 


Е’ 


=—— /7/7ь 10 и 
СГПОрОНе ВЫАДОЙКи 


—==== /////77о 70 МИИСНЕЙ 
Г/ПОДОНЕ ОНО 


Ди 


Так как разрез прошел через точку 0, то на выкройке 
она представлена двумя своими «половинами»: О’ 
и 9’. Дальше путь проходит в треугольнике А’Е’О’. 
Вторая «половина» (’” точки @ лежит на границе 
треугольника А’ЁР’Р”; продолжение пути должно 
начинаться с этой точки. Но (здесь лежит централь- 
ный пункт нашего рассмотрения!) продолжение пути 
()”К5 должно оказаться уже на другой стороне 
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выкройки. Ведь Ё'А’иЁ’’А’ прилегают друг к другу 
на гептаэдре так, что точка Р’ совпадает с точкой 
Г'', а точка А’ с точкой А’. Но при таком прилега- 
нии верхняя сторона треугольника А’Е’О’ окажется 
продолжением нижней стороны квадрата СР’’А’'Е”', 
а нижняя сторона — продолжением верхней. Таким 
образом, посредством непрерывного движения 
по гептаэдру можно из точки, лежащей на верхней 
стороне выкройки, дойти до точки, лежащей на 
нижней стороне выкройки. Это показывает, что верх- 
няя и нижняя стороны выкройки до разрезания гепта- 
эдра сливались в одну-единственную сторону геп- 
таэдра. Итак, гептаэдр односторонен. 

Этот факт можно сопоставить с односторонностью 
хорошо нам знакомой поверхности — листа Мебиуса. 
Так, например, если мы из поверхности гептаэдра 
вырежем узкую полоску (на рис. 54 она заштрихо- 
вана), внутри которой целиком лежит путь ММРОК$, 
то эта полоска будет представлять собой не что иное, 
как лист Мебиуса. Ведь на гептаэдре концы полоски 
т’п’т’’п’ должны быть склеены так, чтобы точка 
т’ совпадала с т’’, а точка п’ с точкой п’’. Это зна- 
чит, что перед тем как склеивать концы полоски, 
один из них нужно перевернуть. Именно таким обра- 
зом и получался лист Мебиуса. 

Что касается направления обхода многоуголь- 
ников, составляющих многогранник, то для дву- 
стороннего многогранника всегда можно задать на- 
правления обхода его граней таким образом, чтобы 
все они оказались согласованными, т. е. чтобы ка- 
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ждое ребро, принадлежащее двум соседним граням, 

приходилось в этих двух многоугольниках в противо- 

положных направлениях. На рис. 55 показан, на- 

пример, согласованный обход граней тетраэдра на 
его выкройке. 

На одностороннем многограннике согласованный 

обход граней установить нельзя, потому что из ка- 

р, р ждого такого  много- 

гранника, как мы виде- 

ли на примере гептаэд- 

раа можно вырезать 

лист Мебиуса, ана этом 

я 9 листе согласованный 

обход граней невозмо- 

жен. В самом деле, ес- 

ли во всех частях уз- 

0” кой полосы т’п’т”п” 

Рис. 55 мы установим  согла- 

сованные обходы гра- 

ниц и склеим стороны тТ’П’и т’’ п’”’ так, чтобы 

точка т’ совпала с т’’, а точка п’ с точкой п’’, то 

получившаяся после склеивания сторона тп как 

в |, так ив ПГ многоугольниках (рис. 56) будет 

иметь одно и то же направление от точки т кточке п. 

Значит, обход этой стороны не будет согласованным. 

В заключение приведем пример многогранника, 

некоторые из граней которого являются звездчатыми 

многоугольниками. Возьмем правильный звездчатый 

пятиугольник (рис. 57) и построим пять квадратов, 

основаниями которых служат стороны этого пяти- 
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угольника и плоскости которых составляют прямой 
угол с плоскостью многоугольника. Если эту фигуру 
мы накроем сверху еще одним правильным звездча- 


//7* 
и’ | 


Рис. 55 


7 * 
7" 


тым пятиугольником, то получим звездчатую пяти- 
угольную призму, изображенную на рис. 38. 
Разнообразие форм звездчатых многогранников 
очень велико. Мы настоятельно рекомендуем чита- 
телю попробовать склеить 
из бумаги несколько звгзз- 


Рис. 57 Рис 583 


чатых многогранников. Конечно, части некоторых 
граней на такой модели не будут видны, так как 
закроются другими гранями; поэтому требуется из- 
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вестное усилие воображения, чтобы представить на 
ней расположение граней. 

Полезно также изготовлять модели многогран- 
никоз из проволоки. В таких моделях, собственно 
говоря, граней совсем нет, так как проволочная 
модель дает только сетку ребер. Но глядя на ребра, 
нетрудно представить себе, как располагаются грани. 


Задачи к четвертой главе 


1. Вырезать прилагаемые выкройки многогранников и 
склеить их (рис. 59—62; см. вкладной лист). 
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Рис. 59. Выкройка тетраэдра (треуголь - 
ной пирамиды) 
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Рис. 60. Выкройка куба 
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Рис. 18. Выкройка прямого параллелепипеда 
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Рис. 79а иЪ. Превращение прямого параллелепипеда в прямоугольный 
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ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЫ И ПРИЗМЫ 


Определение объемов мкогогранников мы начнем 
с определения объема куба. Возьмем куб, сторона 
которого равна 8 см. ИР отыскании его объема мы 


булем поступать анало- 
гично тому, как мы по- 
ступали в первой гла- 
ве при определении пло- 
щади прямоугольника. 

Разрежем куб плос- 
костями, параллельны- 
ми основанию на 8 сло- 
ев одинаковой толщи- 
ны (рис. 63). Очевидно, 
толщина каждого слоя 
будет равна 1 см. Раз- 
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Рис. 63 


режем далее куб плоскостями, параллельными 
одной из боковых граней также на 8 слоев одинако- 
вой толщины. Тогда каждый из полученных ранее 
слоев распадется на 8 столбиков с квадратными 
основаниямив 1 см? (рис. 64). Всего таких столбиков 
будет 8 ж8 = 64. Наконец, если мы разрежем куб 
в третьем возможном направлении, параллельно 
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другой боковой грани, таким образом, чтобы ив 
этом случае он распался на 8 слоев одинаковой 
толщины, то каждый из полученных ранее столби- 


Рис. 65 


ков распадется на 8 ку- 
биков с ребром в 1 см 
(рис. 65). Таких кубиков 
будет 8х64=512, так 
как мы получили 64 
столбика по 8 кубиков 
в каждом. Поскольку 
каждый маленький ку- 
бик, очевидно, являет- 
ся кубическим санти- 
метром, объем куба рз- 
вен 512 смз. 

Не трудно просле- 
дить, как получилось 
число 5]2. Нам при- 
шлось перемножить 
8 смж8 см, а затем это 
произведение еще раз 
умножить на 8 см. 
Таким образом, нам 
пришлось перемножить 
три восьмерки: 8 смх 
х8 смх8 см. Но 8 см — 
длина ребра нашего 


куба. Стало быть, для того, чтобы получить объем 
куба, нужно длину его ребра три раза перемножить 


самое на себя, 
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Например, объем куба с ребром 


в 3 см будет 3Зх3Х3=27 см3З; объем куба с ребром 
в 4 см будет 4х4х4= 64 смз. 

Определение объема прямоугольного паоалле- 
лепипеда, т. е. прямоугольного бруска, нисколько не 
труднее. Пусть, например, прямоугольный парал- 
лелепипед имеет в длину 18 см, в ширину 6 сми 
и в вышину 4 см. Объем его будет 18 хбж4=432 смз. 
Здесь нам пришлось длину прямоугольного парал- 
лелепипеда умножить на его ширину и высоту, так 
как параллелепипед можно разрезать на 18 слоев по 5 
столбиков в каждом, причем каждый столбик будет со- 
держать 4 кубических сантиметров. Если мы заметим, 
что произведение длины наширину дает площадь ос- 
нования параллелепипеда, то правило для нахожде- 
ния объема прямоугольного параллелепипеда можно 
высказать еще иначе: объем прямоугольного парал- 
лелепипеда равен произведению площади его ос- 
нования на высоту. 

Объемы некоторых многогранников можно опре- 
делять тем же приемом, что и площади многоуголь- 
ников, т. е. путем разрезания многогранника на части 
и составления из этих частей другого мкогогранника, 
объем которого мы умеем находить. К сожалению, 
в то время как на плоскости любые два многоуголь- 
ника, имеющие равные площади, мы можем преобра- 
зовать этим способом один в другой, в пространстве 
два многогранника могут иметь одинаковые объемы, 
хотя и нельзя превратить один из них в другой 
путем разрезания и перекладывания частей. До- 
казательство этого довольно сложно, поэтому мы 
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не будем приводить его здесь. Наиболее подготовлен- 
ным из наших читателей, интересующимся этим 
вопросом, мы рекомендуем небольшую книжку 
проф. В. Ф. Кагана — «О преобразовании много- 
гранников», в которой дается доказательство этого 
факта. 

Из наиболее часто встречающихся многогранников 
в прямоугольный параллелепипед могут быть пре- 

бей трой вращены прямой и на- 

РР, гол клонный параллелепипед 

° и призмы. 
Прямым параллелепи- 
о: Их педом называется много- 
Прямые гранник, отличающийся 
от прямоугольного парал- 
лелепипеда только тем, что 

— | его основание не прямо- 

Рис. 66 угольник, а параллело- 

грам (рис. 66). Боковые 

же грани его суть прямоугольники так же, как и 

у прямоугольного параллелепипеда. «Прямым» такой 

параллелепипед называется потому, что его боковые 

ребра торчат «прямо», т. е. перпендикулярно к осно- 

ванию. []0этому высота прямоугольного паралле- 
лепипеда равна длине бокового ребра. 

Прямой параллелепипед можно превратить в пря- 
моугольный. Для этого нужно разрезать его на две 
части плоскостью, перпендикулярной к ребрам АВ, 
ОС, НЦ и ЕЕЁ, а затем части приложить друг к другу 
гранями АРНЕ и ВССЕ так, чтобы вершины этих 
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граней совпали: А сВ, Ос С, НСО иЕСсЕ 
(рис. 67 и 68). 

При этом преобразовании объем параллелепипеда 
не изменяется, так как и прямой и прямоугольный 
параллелепипеды состоят из одних и тех же частей. 


и Г 


Рис. 68 


Площадь основания и высота также не изменяются. 
Но объем прямоугольного параллелепипеда равен 
произведению площади основания на высоту: 


у=$.Й, 


поскольку при нашем преобразовании все величины, 
входящие в эту формулу, остаются неизменными, объ- 
ем прямого параллелепипеда также равен произведе- 
нию площади основания на высоту. 

Интересно отметить, что то же правило для вычи- 
сления объема прямого параллелепипеда сохра- 
няется и тогда, когда за основание принята какая- 
либо из прямоугольных граней. В этом случае 
параллелепипед будет уже наклонным (т. е. его 
боковые ребра не будут торчать «прямо») и потому 
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его высота не будет равна длине бокового ребра. 
Высоту параллелепипеда придется измерять по пер- 
пендикуляру НМ к основанию (линия НМ будет 
отвесной, если грань ЕРВА расположена горизон- 
тально, рис. 69). 

Наклонный параллелепипед можно также легко 
превратить в прямоугольный. Грани ЕРСН и АВСО 


0 [Й 


Рис, 69 


составляют прямые углы с основанием. Поэтому, 
чтобы преобразовать этот параллелепипед в прямо- 
угольный, необходимо сделать так, чтобы и две 
другие боковые его грани оказались перпендикуляр- 
ными К основанию. Для этого нужно сделать тот 
самый разрез тпра, к помощи которого мы только 
что прибегали при другом положении этого парал- 
лелепипеда (рис. 70; сравнить его с рис. 67). Парал- 
лелепипед распадается при этом на те же две части, что 
и в предыдущем случае, тот же способ их соединения 
приводит опять к образованию прямоугольного 
параллелепипеда (рис. 71; сравнить его с рис. 68). 
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Объем параллелепипеда, площадь его основания 
и высота не изменяются и на этот раз. Поэтому 


[А 


Рис. 70 


и в данном случае объем параллелепипеда равен 
произведению площади его основания на высоту. 
Остается рассмотреть наиболее общий случай, 
когда все грани параллелепипеда представляют 
собой параллелограмы. 
В этом случае ни од- _ гй п“ 
на из боковых граней 
и ни одно из боковых 
ребер не торчит «пря- в 
мо». Такой параллеле- пт, ен РВВ 
пипед, который также 
является наклонным, |, $ 
не трудно превратить в ° 7Е . 
наклонный предыдуще- Рис. 71 
го вида, т. е. в такой, у 
которого две боковых грани торчат прямо, а две на- 
клонны. На рис. 72 изображен наклонный параллеле- 
пипед общего вида. Его высота Н] падает в точку /, 
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находящуюся внутри параллелограма, лежащего в 
основании; у наклонного параллелепипеда предыду- 
щего вида высота падала на сторону параллело- 


Рис, 72 


грама, лежащего в основании, а у прямого па- 
раллелепипеда — в его вершину. 
Проведем теперь через высоту Н! плоскость, 
перпендикулярно к ребрам АВ, ОС, НС и ЕЁ: на 
у си” Рис. Т2 это — плоскость 
тпНа, рассекающая па- 
раллелепипед на две ча- 
сти. Если мы сложим 
эти части гранями 
АРНЕ и ВССЕ таким 
д’ у образом, чтобы вершины 
см 73 граней АРНЕ и ВССЕ 
совпали друг с другом, 
а именно АСВ, Рсс, НсеСиЕСРЁ, то параллеле- 
пипед общего вида АВСРЕРСН превратится в на- 
клонный параллелепипед т'т’п”п'4’а”Н”Н' (рис. 73), 
который мы рассматривали в предыдущем случае. 
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У этого параллелепипеда грань т’п’Н’а’ проходит 
через перпендикуляр к плоскости основания, сле- 
довательно, грань т’п’Н’а перпендикулярна к плос- 
кости основания так же, как и параллельная 
ей грань  т’п’Н"д”. Итак, в параллелепипеде 
т’т’п"п’9’9"Н"Н’ две боковых грани перпен- 
дикулярны к плоскости основания. Объем его мы 
уже умеем находить. Он равен произведению пло- 
щади основания параллелепипеда на его высоту. 

Но первоначальный параллелепипед АВСРЕРСН 
имел такой же объем, такую же площадь основания 
и такую же высоту, как и этот, следовательно, 
и его объем равен произведению площади основания 
на высоту. 

Теперь, когда мы рассмотрели всевозможные 
виды параллелепипедов, т. е. многогранников, кото- 
рые ограничены тремя парами равных параллело- 
грамов, расположенных в параллельных плоско- 
стях, мы можем высказать общее правило: объем вся- 
кого параллелепипеда равен произведению площади 
его основания на высоту. 

Это не единственное правило, которым можно 
пользоваться для нахождения объема параллелепи- 
педа. Другое, тоже очень удобное правило, можно 
установить из рассмотрения рис. 68, 71, 73, На всех 
этих рисунках грань т’и’р’а’ (тп’Н’4’ на послед- 
нем из них) перпендикулярна к ребру т'т”. По- 
этому, если мы примем эту грань за основание парал- 
лелепипеда т’п’р’д’т"”п”р"’” (т. е. поставим его 
на эту грань), то высотой его будет линия т’т”’=АВ. 
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Следовательно, объем этого параллелепипеда равен 
произведению площади параллелограма т’п’р’а’ 
на высоту т’т’=АВ. 

Но параллелограм т’п’р’а’ есть сечение пер- 
воначального параллелепипеда (рис. 67, 70, 72), 
перпендикулярное к ребру АВ; т’т’’ равно ребру 

ии 


АВ и объем параллелепипеда т’п’р’р’т’п’”р”р 
равен объему параллелепипеда АВСРЕРСН. Значит, 


Рис. 14а Рис. 74Б 


объем параллелепипеда АВСРЕЕСН равен длине 
его ребра, умноженной на площадь сечения, перпен- 
дикулярного к этому ребру. Это правило нередко 
бывает в высшей степени полезно. 

Если параллелепипед АВСРЕЕСН (рис. 74) 
разрезать диагональной плоскостью ДОВЕН, то он 
распадется на две части, каждая из которых есть 
так называемая треугольная призма. Последняя 
ограничена пятью гранями: двумя (верхним и ниж- 
ним) основаниями — треугольниками и тремя боко- 
выми гранями — параллелограмами. Если парал- 
лелепипед АВСРЕЕРСН прямой, то и призмы, полу- 
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чившиеся из него, будут прямыми, т. е. их боковые 
ребра будут торчать «прямо», перпендикулярно 
плоскости основания. 

Объем прямой призмы вычисляется тем же спо- 
собом, как и объем параллелепипеда. Ведь плоскость 
ОВЕН делит прямой параллелепипед АВСОЕЕСН 
на две совершенно одинаковых призмы, так что 
объем каждой из них равен половине объема парал- 
лелепипеда. Но объем параллелепипеда равен произ- 
ведению площади его основания на его высоту; так 
как объем нашей призмы вдвое меньше, то он равен 
произведению половины площади основания парал- 
лелепипеда на его высоту. Заметив, что площадь 
основания призмы равна как раз половине площади 
основания параллелепипеда (сравни на рис. 74 тре- 
угольник АВР с параллелограмом АВСЬО), при- 
ходим к окончательному выводу: объем прямой 
треугольной призмы равен произведению ее основа- 
ния на высоту. 

Что касается наклонной призмы (рис. 15), то 
ее не трудно превратить в прямую, разрезав на две 
части плоскостью СН], перпендикулярной к боко- 
вым граням, и поставив нижнюю часть на верхнюю, 
как это сделано на рис. 76. Из этого превращения 
видно, что объем наклонной призмы равен площади 
сечения, перпендикулярного к боковому ребру, 
умноженной на длину бокового ребра. Иначе 
говоря, объем наклонной призмы можно  опре- 
делять по тому же правилу, что и объем параллеле- 
пипеда: объем наклонной призмы равен длине боко- 
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вого ребра, умноженной на площадь сечения, пер- 
пендикулярного к этому ребру. 

Но можно показать, что и первое правило, кото- 
рое мы вывели для прямой призмы, справедливо 
также и для наклонной. Именно, ее объем равен 
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произведению площади основания на высоту. 
К этому выводу мы можем притти следующим 
образом. 

Разрежем наклонный параллелепипед АВСОЕРСН 
(рис. 77) плоскостью РВЕН на две наклонных 
призмы и проведем плоскость, перпендикулярную 
к боковым его ребрам. Эта последняя пересекает 
призмы по треугольникам /КМ и КЕМ, которые, 
очевидно, равны. Отсюда следует, что и объемы призм 
равны, так как объем одной из них равен произведе- 
нию бокового ребра ВЕ на площадь треугольника 
КЁМ, а объем второй — произведению того же боко- 
вого ребра ВЕ на площадь треугольника /АМ (кото- 
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рая равна площади КЁМ). Но если объемы рассмат- 
риваемых призм равны, то, следовательно, объем 
каждой из них равен половине объема параллеле- 
пипеда. 

Площадь треугольника АВО, являющегося осно- 
ванием одной из призм, равна половине площади 
основания паралле- 
лепипеда, а высота 
призмы — высоте па- 
раллелепипеда. По- 
этому мы получим 
как раз объем по- 
ловины — параллеле- 
пипеда (следователь- 
но, объем призмы), 
если площадь осно- 
вания призмы ум- Рис, 77 
ножим на ее высоту. 

Объемы четырехугольной, пятиугольной и дру- 
гих многоугольных призм определяются по тем же 
правилам, как и объем треугольной: площадь основа- 
ния призмы умножается на ее высоту. В справедли- 
вости этого правила можно убедиться, разрезав 
многоугольную призму на треугольные: сумма пло- 
щадей оснований треугольных призм будет равна 
площади основания многоугольной, а высоты всех 
призм будут одинаковы. Кроме того, объем мно- 
гоугольной призмы равен сумме объемов треуголь- 
ных призм, из которых она составлена. Из сопоста- 
вления этих двух фактов и вытекает наше правило. 
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Задачи к пятой главе 


|. На чертежах (рис. 7Зи 79; см. вкладной лист) даны вы- 
кройки прямого параллелепипеда, а также тех частей, на кото- 
рые нужно его разрезать, чтобы превратить его в прямоуголь- 
ный. Вырезать и склеить их и на полученной модели рассмотреть 
это превращение. 

2. На чертежах (рис. 80 и 81; см. вкладной лист) даны 
выкройки наклонного параллелепипеда общего вида, а также 
тех частей, на которые его нужно разрезать, чтобы превратить 
в прямой. Вырезать и склеить их и на полученных моделях 
рассмотреть это превращение. 

3. По выкройке, данной в задаче | к четвертой главе, 
склеить две треугольных призмы и сложить из них прямой 
параллелепипед. Объяснить на примере этой модели, что 
объем призмы равен произведению площади ее основания на 
высоту. 

4. Начертить выкройку наклонной треугольной призмы, 
вырезать выкройку и склеить эту призму. 
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Рис. 18. Выкройка прямого параллелепипеда 
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Рис, 79а иЪ. Превращение прямого параллелепипеда в прямоугольный 
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Рис. 81а и Ъ. Превращение на«лонного параллелепипеда в прямой 
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Глава шестая 


ОБЪЕМЫ ПРОИЗВОЛЬНЫХ МНОГОГРАН- 
НАКОВ 

В предыдущей главе мы установили правила для 
вычисления объемов параллелепипедов и призм. 
К сожалению, помимо параллелепипедов и призм 
разной формы имеется мало других многогранников, 
которые можно было бы столь же легко превратить 
в прямоугольный параллелепипед. Более того: можно 
показать, что для многих многогранников такое 
превращение вообще невозможно, если разрезать 
их на конечное число частей. Оно невозможно даже 
для таких простых многогранников, как пирамида. 
Чтобы установить правила, с помощью которых мож- 
но было бы вычислять объемы любых многогранников, 
приходится прибегать к использованию принципа 
предельного перехода, с которым мы немного уже 
знакомы по третьей главе. Как в таких случаях поль- 
зуются этим переходом мы изложим ниже; здесь 
же, забежав немного вперед, укажем лишь основной 
результат: объем всякой пирамиды разен одной тре- 
ти произведения площади ее основания на высоту. 

Чтобы читатель не впал в заблуждение и не сме- 
шал пирамиду с каким-нибудь другим многогран- 
ником, напомним, какой вид она имеет. 
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Пирамида ограничена одним многоугольником 
(основание пирамиды) и несколькими треугольни- 
ками, имеющими общую вершину, причем стороны 
этих треугольников, лежащие против этой вершины, 
являются в то же время сторонами многоугольника, 
лежащего в основании (на 
рис. 82 изображена пяти- 
угольная пирамида). 

По числу углов мно- 
гоугольника, лежащего в 
основании, пирамиды раз- 
деляются на треуголь- 
ные, четырехугольные, пя- 
тиугольные и т. д. Тре- 
угольная пирамида, как 
мы уже знаем, называется 
тетраэдром. 

По аналогии с многоугольниками сейчас же при- 
ходит в голову такой способ определения объема 
произвольного многогранника: разобъем этот по- 
следний при помощи диагональных треугольников ' 
на тетраэдры, затем определим объемы тетраэдров 
и сложим их. В результате получим, очевидно, 
объем многогранника. Конечно, этот способ можно 
применять, и он дает желаемый результат, но, к со0- 
жалению, разбить многогранник натетраэдры далеко 
не так просто, как это может показаться на первый 


Рис. 82 


1 Диагональным треугольником мы называем такой тре- 
угольник, все вершины которого являются в то же время 
вершинами многогранника. 
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взгляд. Для каждого многогранника приходится 
искать свой способ разбиения его па тетраэдры, так 
как единого способа для всех многогранников указать 
невозможно. Все же покажем на одном примере, 
как можно выполнять такое разбиение. 

На рис. 83 изображен так называемый приз- 
матоид. Он получен следующим образом: в двух 
параллельных плоскостях ле- в 
жат два равных многоугольни- 
ка (в нашем примере два квад- 
рата АВСР и ЕЕСН, располо-и 
женные так, что их стороны не 
параллельны). На вершины 
этих двух многоугольников на- р 


Е 


тянуты треугольники АВЕ, и 
ЕЕВ, ВСЕ, ЕСС, СОС, СНО, р 
РАН и НБА, которые служат Рис. 83 


боковыми гранями призматои- 
да. Многогранник АВСРЕРСН и есть призматоид. 
Покажем, как можно разрезать призматоид на 
тетраэдры. Сначала натянем на вершины диагональ- 
ные треугольники АВН и ЕВН (рис. 84). Они отсекут 
от призматоида тетраэдр АВЕН. Далее, натянем 
треугольник ВЕН (он разрежет верхнее основание 
призматоида на два треугольника). Этот треуголь- 
ник отсечет от призматоида тетраэдр ВЕГН. Удалив 
тетраэдры АВЕН и ВЕНЕ, мы получим многогран- 
ник АВСОНЕС, изображенный на рис. 85. В этом 
многограннике на одну вершину меньше, чем в пер- 
воначальном призматоиде. Разрезав его по диагональ- 
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ному треугольнику ОВН, мы отделим еще один 
тетраэдр АВОН. Тогда число вершин многогранника 
уменьшится еще на одну единицу. Многогранник, 
оставшийся после удаления тетраэдра АВОН 
(рис. 86), распадается на четыре тетраэдра, если 
произвести разрезы по диагональным треугольникам 
ВСН, ЕСН, ССН. ОСН. Таким образом, нам удалось 


[ 
/ 


д 7 
Рис, 84 Рис. 85 


разрезать призматоид на 7 тетраэдров; следовательно, 
его объем равен сумме объемов этих семи тетраэдров. 
Конечно, далеко не всякий из наших читателей 
справился бы самостоятельно с этой задачей. 

Для очень многих случаев определения объемов 
многогранников мы можем дать одно общее правило. 
Именно, если внутри многогранника имеется такая 
точка О, из которой видны все грани многогранника, 
так что ни одна грань не загораживает других граней, 
то можно на все ребра многогранника и на эту точку 
натянуть треугольники, разбивающие многогран- 
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ник на пирамиды. Эти пирамиды имеют общую вер- 
шину в точке 0 и основаниями их служат грани мно- 
гогранника. Так, например, уже рассмотренный нами 
призматоид может быть при помощи этого способа 
разрезан на 10 пирамид, из которых 8 треугольные 
(ОАВЕ, ОВЕР, ОВСЕ, ОСЕЦ, ОСОС, ОРНС, ОБВАН, 
ОАЕН, рис. 87) и 2 четырехугольные (ОЕРОСН и 


Рис. 86 Рис. 81 


ОАВСО). Разрезав многогранник на пирамиды, 
определяем их объемы, складываем их и в результате 
получаем объем первоначально взятого многогран- 
ника. 

Этот способ вычисления объема многогранника 
сильно напоминает способ Мебиуса для определения 
площади многоугольника. Но способ Мебиуса можно 
было применять к любому многоугольнику, даже к 
звездчатому, благодаря тому, что мы заранее устанс- 
вили понятие о положительных и отрицательных пло- 
щадях и складывали алгебраически площади получав- 
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шихся треугольников. Аналогичное правило для 
вычисления объема многогранника мы пока можем 
применять только к многограннику, внутри которого 
естьточка, изкоторой видны весе грани многогранника, 
Сразу же возникает мысль, что это ограничение можно 
уничтожить, если подходящим образом ввести поня- 
тие о тетраэдрах с положительными и отрицательными 


С С 


и ИМ, 


А В А 


Рис. 88 Рис. 89 


объемами и затем определять объем многогранника 
как алгебраическую сумму объемов тетраэдров. 
К рассмотрению этого способа мы сейчас и приступим, 
при этом мы будем одновременно рассматривать как 
обыкновенные, так и звездчатые многогранники. 

Согласованный обход граней на поверхности 
тетраэдра можно определить двумя способами (рис. 
88 и 89). Напомним, что согласованным мы считаем 
такой обход граней тетраэдра, при котором общее 
двум смежным граням ребро проходится в этих 
двух гранях в противоположных направлениях. 


На рис. 88 все грани обходятся в направлении, 
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противоположном движению часовой стрелки, если 
смотреть на них из внутренней точки тетраэдра. 
При этом, как можно заметить, обход всех граней 
согласован. 

Теперь представим себе, что мы находимся в вер- 
шине А тетраэдра, изображенного на рис. 88, 
и рассматриваем оттуда грань ВОС, лежащую против 
этой вершины. Нам будет казаться, что она обхо- 
дится в направлении, противоположном движению 
часовой стрелки. Если из вершины А мы 
переместимся в вершину В и из этой вершины 
будем рассматривать противолежащую ей грань, то 
будет казаться, что и эта грань обходится в направ- 
лении, противоположном движению часовой стрелки. 
То же самое нам будет казаться, если мы будем 
рассматривать противолежащие им грани из вершин 
Си р. Таким образом, если на гранях тетраэдрз 
установлено согласованное направление обхода, 
то обход всех этих граней, рассматриваемых из 
противолежащих им вершин, будет казаться проис- 
ходящим в одну и ту же сторону. 

Тетраэдр, изображенный на рис. 88, мы будем 
считать положительно ориентированным, так как 
каж‹лая его грань, если рассматривать ее из противо- 
лежащей вершины, кажется ориентированной поло- 
жительно. Наоборот, тетраэдр, изображенный на 
рис. 89, мы будем считать ориентированным огри- 
цательно, так как каждая его грань, если рассмат- 
ривать ее из противолежащей вершины, представ- 
ляется ориентированной отрицательно. 
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Сделанное замечание справедливо и по отношению 
к любому выпуклому многограннику, например, по 
отношению к обыкновенной пирамиде. Если грани 
выпуклого многогранника ориентированы согласо- 
ванно, то они представляются обходимыми в одном 
и том же направлении из любой вершины. Этим 
замечанием мы в дальнейшем воспользуемся, 

Что касается объемов тетраэдров, то мы будем 
приписывать им знаки, соответствующие ориентации 
тетраэдров. Следовательно, тетраэдр, изображенный 
на рис, 88, имеет положительный объем, а изобра- 
женный на рис. 89 — отрицательный. Численная 
величина объема тетраэдра определяется как 1| 
произведения площади основания на высоту. 

Пусть теперь нам требуется определить объем 
какого-либо многогранника; для большей общности 
возьмем звездчатый многогранник (рис. 51). Прежде 
всего устанавливаем согласованный обход (ориен- 
тацию) его граней. Если многогранник двусторон- 
ний (как изображенный на рис. 51), то нам удастся 
установить согласованный обход его граней; если же 
многогранник односторонний (например, гептаэдр 
на рис. 53), то, как мы уже знаем, согласованный о6- 
ход его граней установить нельзя. Поэтому нам 
придется рассмотреть эти два случая отдельно. 

На рис. 90 показана согласованная ориентация 
граней рассматриваемого нами многогранника. Для 
большей ясности перечислим, в каком направлении 
обходится каждая грань (буквы выписываем в поряд: 
ке их чередования при обходе грани в выбранном 
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направлении): ЕРСН, АВЕЕ, ВССЕ, СВНС, РАЕН, 
ВА], СВ], ВС], АР ]. Советуем читателю проверить, 
что при такой ориентации каждое ребро в двух при- 
мыкающих к нему гранях проходится в противо- 
положных направлениях. 

После того как на многограннике установлен 
согласованный обход граней, выбираем в простран- 


Рис. 90 


стве произвольную точку О (рис. 91) и натягиваем 
на нее и на все ребра многогранника треуголь- 
ники: ОАВ, ОВС, ОСО, ОРА, ОЛЕ, ОВЕ, ОСС, 
ОН, ОЕЁ, ОЕС, ОСН, ОНЕ, ОА], ОВ], ОС}, 
ОР] (16 треугольников). Вместе с гранями рассмат- 
риваемого многогранника эти треугольники дают 9 
пирамид: ОЕБЕСН,ОАВЕЕ, ОВССЕ,ОСОНС,ОРАЕН, 
ОВА], ОСВ], ОРС], ОАОЦ, каждая из которьх 
имеет основанием грань многогранника, а вершиной — 
точку О. Па гранях каждой пирамиды устанавливаем 
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согласованную ориентацию таким образом, чтобы 
ориентация основания была такой же, как в основном 
многограннике, Чтобы читатель мог ясно разобраться 
в этом, приводим таблицу ориентаций граней всех 
пирамид (буквы идут в порядке их обхода). 


Пирамиды Обход граней 
ОЕРСН..... ЕРСН, ЕЕО, СЕО, НСО, ЕНО 
ОАВЕЕ..... АВЕЕ, ВАО, ЕВО, ЕЕО, АЕО 
ОВСОЕ..... ВССЕ, СВО, ССО, ЕСО, ВЕО 
осрона..... СОНСс, О0СО0, НОО, СНО, ССО 
ОРАЕН..... РАЕН, АОО, ЕАО, НЕО, ОНО 
ОВА] ..... ВА], АВО, ]ВО, В/О 
ЕВ ое СВ), ВСО, ]ВО, С]0 
орс]...... БСл С00, /С0, БО 
ОАР/...... АБ], РАО, ]00, А]О 


Как легко можно убедиться, ориентации пирамид 
обладают тем свойством, что общая грань двух 
смежных пирамид обходится в различных направ- 
лениях. Например, пирамиды ОЕЁЕСН и ОАВЕЕ 
имеют общую грань ОРЕ. В первой из них эта грань 
обходится в направлении ЁЕО, а во второй —в 
направлении ЕРО, т. е. как раз в противополож- 
ном. То же самое, как это видно из таблицы, спра- 
ведливо и по отношению к любой грани, общей для 
цвух пирамид. 

Теперь, когда установлена ориентация каждой 
пирамиды, можно определить ее знак. Для этого 
нужно знать, какое направление имеет обход осно- 
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вания Пирамиды, если смотреть на него из вершины О. 
Из рис. 91, сравнив его с рис, 90, можно убедиться, 
что положительными будут пирамиды ОВА], ОСВ}], 
ОРС], ОАО], а отрицательными ОЕЕСН, ОАВЕЕ, 
ОВССЕ, ОСОНС, ОРАЕН. Под объемом нашего 
многогранника мы подразумеваем алгебраическую 
сумму объемов всех этих пирамид: 


объем ОБА] -- объем ОСВ] -- объем ОРС] - 

+ объем ОА ] - объем ОЕРСН - объем ОАВЕЕ -- 
-- объем ОВСОЕ -- объем ОСОНС - 

+ объем ОРАЕН, (1) 


причем первые четыре члена являются положитель- 
ными, а пять последних — отрицательными. 

Чтобы оправдать такое определение объема много- 
гранника, необходимо, конечно, показать, чго для 
обыкновенных многогранников онэ во всех случаях 
дает тот же результат, что и обычно, и что определяе- 
мый таким образом объем не зависит от выбора 
точки О, т, е. что при любом ее положении сумма 
(1) имеет одно и то же значение. Подробное 
рассмотрение этих вопросов завело бы нас слишком 
далеко; поэтому мы ограничимся лишь упоминанием, 
что имеются совершенно строгие доказательства этих 
двух положений, Следовательно, мы имеем полное 
право пользоваться новым определением объема 
многогранника. Оно в высшей степени удобно в том 
отношении, что им можно пользоваться при опре- 
делении объема любого многогранника. 
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Итак, мы пришли к следующему способу опреде- 
ления объема многогранника: 

|1) Ориентируем грани многогранника так, чтобы 
получилась согласованная ориентация всех граней. 

2) Берем произвольную точку пространства 0. 

3) Объем многогранника рассматриваем как алге- 
браическую сумму объемов пирамид, основаниями 
которых служат грани взятого многогранника, а 
общей вершиной точка О. 

4) Знак объема каждой из эгих пирамид опреде- 
ляется тем направлением, в котором обходится 
основание пирамиды, если рассматривать его из 
вершины. 

Эти правила можно сформулировать еще проще, 
если вспомнить, чго объем пирамиды равен произ- 
ведению одной трети площади ее основания на вы- 
соту. Тогда этим правилам можно придать такой вид: 

1) Ориентируем грани многогранника так, чтобы 
получилась согласованная ориентация всех гра- 
ней. 

2) Выбираем в пространстве произвольную точ- 
ку о. 

3) Определяем расстояния точки О от всех граней 
многогранника. 

4) Площадь каждой грани умножаем на треть 
расстояния от этой грани до точки О. Площадь грани 
считаегся при этом положительной, если из точки О 
она кажется обходимой в направлении, обратном 
движению часовой стрелки, и отрицательной, если 
она кажется обходимой в противоположном направ- 
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лении; самое умножение выполняем по правилам 
алгебры с соблюдением правила знаков. 

5) Все полученные произведения складываем 
(по правилам алгебры). 

Что касается односторонних многогранников, то 
эти правила определения объема к ним не применимы, 
так как на них нельзя установить согласованную 
ориентацию граней. Поэтому мы не можем определить, 
с каким знаком должен войти в сумму объем каждой 
пирамиды, и потому сумма объемов пирамид будет 
зависеть от выбора знаков их объемов и не будет 
определенной. В связи с этим приходится считать, 
что односторонние многогранники объема не имеют. 
В частности не имеет объема хорошо знакомый нам 
гептаэдр. 


Глава седьмая 


ОБЪЕМ ПИРАМИДЫ 


Мы уже упоминали, что при помощи рассмотрен- 
ных ранее приемов нельзя показать равновеликость 
двух пирамид, у которых равны площади оснований 
и высоты. Между тем именно на равновеликости 
таких пирамид опирается доказательство теоремы 
о том, что объем пирамиды равен произведению одной 
трети площади ее основания на высоту. На основе 
этой теоремы как раз и строилось все учение об объе- 
мах, изложенное в предыдущей главе. Это значит 
что учение об объемах многогранников нельзя по- 
строить полностью так, как мы строили учение о 
площадях многоугольников, Для построения учения 
об объемах многогранников придется привлечь более 
сильное вспомогательное средство, а именно прин- 
цип предельного перехода, В геометрии на плоскости 
этот принцип понадобился нам лишь для определения 
длин кривых линий и площадей, ограниченных 
этими кривыми. В пространстве же принцип предель- 
ного перехода нужен даже для определения объема 
такой простой фигуры, как треугольная пирамида. 
При этом относящиеся сюда рассмотрения довольно 
сложны, 
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Рассмотрим сначала две пирамиды с равновели- 
кими основаниями и равными высотами (рис. 92). 
Покажем, что объемы этих пирамид равны, Для этого 
расположим пирамиды так, чтобы их основания 
оказались лежащими в одной плоскости, как это 
сделано на рис. 92. 

Итак, мы предполагаем, что треугольники АВС 
и А’В’С’ лежат в одной плоскости и имеют равные 
площади и что высоты Ни Н’ пирамид равны. 

Разделим теперь отрезок Н на несколько равных 


Рис. 92 


частей (на нашем рисунке он разделен на 4 части) 
Затем, через точки деления проведем плоскости. 
параллельные той, в которой лежат основания пира- 
мид. Эти плоскости разделят отрезок Н’ на столько 
же равных частей, как и Н (в нашем случае на 4), 
а пирамиды рассекут по треугольникам, которые, 
как не трудно заметить, равновелики. 
Площадь АВС = площади А’В’С' 


Площадь А, В.С, = площади А, ВС: 
Площадь А.В.С. = площади А›ВоС. 
Площадь А,В.С, = площади АзВзС, 
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Построим теперь на каждом из перечисленных 
треугольников как на основании призму, высота 
которой равнялась бы расстоянию между двумя 
параллельными плоскостями и боковые ребра кото- 
рой были бы параллельны ребрам Аб и А’5’ пирамид. 
Таким образом мы получим рис. 93 (на рисунке 
изображена только 
правая пирамида ри- 
сунка 92). 

Как видно наэтом 
рисунке вместо пира- 
миды мы получим сту- 
пенчатоетело, состоя- 
щееиз четырех призм, 
причем пирамида на- 
ходится целиком вну- 
три этого ступенчато- 
го тела; значит, объем 
пирамиды меньше объема ступенчатого тела. 

Сравним между собой оба ступенчатых тела, 
построенных Для обеих пирамид. Нижние призмы 
АВСА.О.Е, и А'В’С’А.О.Е, имеют равные объ- 
емы, потому что площади их оснований АВС и 
А’В’С’ равны, а их высоты, равные расстоянию 
между нижней и следующей, лежащей над ней 
параллельной плоскостью, одинаковы. По той же 
самой причине имеют равные объемы призмы 
А,В,С,А,Р,Е, и А, В:С:АзО»Ез, А, В.С, А.О. Е» 
и А›В.С›Аз)зЕ:, наконец, А,В,С.5«ОЕ и 
АзВзСз$4Е+. 
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Таким образом, оба ступенчатых тела состоят 
из призм, имеющих одинаковые объемы; значит, 
и сами ступенчатые тела имеют одинаковые объемы. 

Наше рассуждение остается справедливым и 
в том случае, если вместо четырех плоскостей, рас- 
секающих пирамиды, взять 5, 6, 10, 100, вообще 
любое число равноотстоящих плоскостей. Мы всегда 
сможем построить 5, 6, 10, 100 ит. д. призм, состав- 
ляющих ступенчатое тело, внутри которого будет 
находиться наша пирамида. При этом объемы 
ступенчатых тел, внутри которых будут нахо- 
диться две пирамиды с равными основаниями и 
высотами, будут равны независимо от количества 
секущих плоскостей. 

Проследим теперь, как будет изменяться объем 
ступенчатого тела, если мы будем увеличивать число 
секущих плоскостей, а вместе с тем и число ступенек. 
Выступы (ступеньки) при увеличении числа секущих 
площадей будут становиться все меньше и ступенча. 
тое тело будет все больше приближаться к форме 
пирамиды. Таким образом, объем пирамиды можно 
рассматривать как предел объема ступенчатого тела 
при неограниченном увеличении числа ступенек. 

Но два ступенчатых тела с одинаковым числом 
ступенек, принадлежащих пирамидам $АВС и 
$'А’В’С’, имеют равные объемы. Это равенство объе- 
мов сохраняется все время при увеличении числа 
ступенек. Значит, объемы обоих ступенчатых тел 
должны стремиться к одному и тому же числу, т. е, 
к одному и тому же пределу. (В самом деле, раз две 
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величины изменяются совершенно одинаково, 
они, изменяясь, должны стремиться к одному 
и тому же числу). Но пределом объема одного 
ступенчатого тела при увеличении числа ступенек 
служит объем одной пирамиды, а пределом объема 
другого ступенчатого тела при тех же условиях — 
объем другой пирамиды. Значит, объемы наших пирла- 
мид равны. Мы пришли к 
цели нашего исследования: 
две пирамиды, у которых 
равны площади оснований 
и высоты, равновелики 
(т.е.имеют равные объемы). 

В наших рассуждени- 
ях, Которые мы постара- 
лись изложить По во3- 

Рис. 94 можносги кратко, чтобы 
сделать их более обозри- 
мыми, один пункт может вызвать законные сомне- 
ния, вследствие своей недостаточной наглядности 
Мы утверждали, что по мере увеличения числа сту- 
пенек (следовательно, и числа секущих плоскостей) 
объем ступенчатого тела стремится как к пределу 
к объему пирамиды, Этот пункт мы считаем 
нужным разъяснигь подробнее, 

Ограничим наше рассмотрение правой частью 
рис. 92. Каждую из призм, составляющих ступенчатое 
тело, за исключением самой нижней, опустим вниз 
настолько, чтобы ее верхнее основание заняло поло- 
жение нижнего основания. Самую нижнюю призму 
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выбросим совсем. Тогда получим новое ступенчатое 
тело, лежащее целиком внутри пирамиды, как пока. 
зано на рис. 94 (на этом рисунке изображена правая 
из пирамид рисунка 92).Следовательно, объем этого 
ступенчатого тела меньше объема пирамиды. Назовем 
это тело вписанным, ступенчатым телом, а рассмо- 
тренное ранее — описанным ступенчатым телом. 
Из нашего построения видно, что объем описан- 
ного тела превышает объем вписанного на объем 
самой нижней призмы А’В’С’А.О!Е! (рис. 93). 

Будем теперь увеличивать число секущих пло- 
скостей; для этого нам придется уменьшать расстоя- 
ние между этими плоскостями и, следовательно, 
уменьшать высоты призм. Остановим наше внимание 
на призме А’В’С’ АО: Е\. Ее основание остается все 
время неизменным, а высота, по мере уменьшения 
расстояния между секущими плоскостями, умень- 
шается и постепенно приближается к нулю. Сле- 
довательно, объем этой призмы стремится к 
нулю. 

Объем призмы А’В’С’А.О.Е: есть разность ме- 
жду объемами описанного и вписанного ступенчатых 
тел. Следовательно, разность между объемами этих 
двух ступенчатых тел с увеличением числа секущих 
плоскостей стремится к нулю. Но объем описанного 
ступенчатого тела при любом числе ступеней больше 
объема пирамиды, а объем вписанного — меньше 
объема той же пирамиды. Поэтому разность между 
ними может стремиться к нулю только в том слу- 
чае, если с увеличением числа ступеней объем обоих 
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ступенчатых тел стремится к объему пирамиды. 
Следовательно, объем пирамиды есть предел для 
объема описанного (а также вписанного) сгупенча- 
того тела, если число ступенек неограниченно воз- 
растает. 

Наша цель достигнута. Мы вставили недостающее 
звено в доказательство того, что две пирамиды, имею- 


9 


2; 


Рис. 95 


щие равновеликие основания и равные высоты, 
равновелики. 

Перейдем теперь к доказательству основной тео- 
ремы учения 0б объемах: объем треугольной пира- 
миды равен произведению одной трети площади ее 
основания на высоту. При этом мы будем существен- 
ным образом опираться на только что доказанное 
предложение. 

Возьмем треугольную пирамиду $АВС и допол- 
ним ее до треугольной призмы АВС$ОЕ (рис. 95). 
Для этого нам придется треугольники АВ$ и АСЗ 
дополнить до параллелограмов АВО$ и АСЕЗ 
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и на стороны $В и $Е натянуть треугольник $5 БЕ, 
а на стороны ВС, СЕ, РЕ и ОВ — параллелограм 
ВСЕ. 

Объем полученной треугольной призмы равен 
произведению площади основания АВС (которое 
является в То же время основанием треугольной 
пирамиды) на ее высоту (которая равна высоте 
пирамиды). Поэтому, для доказательства нашей 
теоремы нам достаточно показать, что объем призмы 
в три раза больше объема пирамиды, иначе говоря по- 
казать, что призму можно разрезать на три куска, 
объем каждого из которых равен объему пирамиды. 

Самое разрезание пирамиды на три таких части 
не представляет никакого труда. Прежде всего удалим 
пирамиду $АВС; она представляет первую из трех 
частей. После удаления пирамиды $АВС у нас оста- 
нется четырехугольная пирамида $ВСЕО (основа- 
ние — ВСЕО), которую мы можем разрезать на две 
треугольных пирамиды плоскостью $Р)С. Таким 
образом мы получим три пирамиды: $АВС, $ВСР 
и $СЕО. Остается показать, что эти три пирамиды 
имеют равные объемы. 

Сравним сначала пирамиды 5ВСР и $СЕРВ. 
Будем считать их основаниями треугольники ВСР 
и СЕР. Эти основания лежат в одной плоскости 
ВСЕР и, очевидно, равны, так как диагональ ОС 
разбивает параллелограм ВСЕ) на два равных 
треугольника, Итак, основания наших пирамид 
равны, а значит, и равновзлики. Кроме того, рас- 
сматриваемые пирамиды имеют равные высоты. 
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В самом деле, вершина 5 у них общая и основания 
их лежат в одной плоскости ВСОЕ; следовательно, 
высотой обеих пирамид служит расстояние от точки 
5 до плоскости ВСЕО. Итак, пирамиды $ВСО 
и эСЕР имеют равновеликие основания и равные 
высоты: следовательно, объемы их одинаковы. 

Перейдем теперь к сравнению пирамид АВС 
и эВСО. На этот раз за основания мы примем тре- 
угольники АВ$ и ВО5, а за общую вершину точку С. 
Эти пирамиды опять-таки имеют равные основания 
и высоты; значит, их объемы равны. 

Таким образом, мы приходим к выводу, что три 
пирамиды $5АВС, $ВСО и $СЕО, на которые мы 
разрезали призму, имеют равные объемы; этим самым 
доказано наше утверждение, что объем пирамиды 
АЗВС равен одной трети произведения площади 
ее основания на высоту. 

Если принцип предельного перехода понадобился 
нам для определения объема столь простой фигуры 
как треугольная пирамида, то он тем более необ- 
ходим для определения объемов тел, ограниченных 
кривыми поверхностями и для определения площа- 
дей кривых поверхностей. Этим вопросам посвя- 
щается следующая глава. 


Глава восьмая 


ОБЪЕМЫ ТЕЛ, ОГРАНИЧЕННЫХ КРИВЫМИ 
ПОВЕРХНОСТЯМИ. ПЛОЩАДИ КРИВЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 


Простейшими примерами кривых поверхностей 
могут служить всем известные поверхности цилиндра, 
конуса и шара. Для вывода формул, по которым 
можно вычислять объемы тел, ограниченных этими 
поверхностями, совершенно необходимо пользо- 
ваться принципом предельного перехода. Что ка- 
сается вычисления площадей поверхностей, то для 
цилиндра и конуса задача облегчается, так как их 
можно (предварительно разрезав) разогнуть на 
плоскость и таким образом свести вычисление пло- 
щади кривой поверхности к вычислению площади 
плоского куска. Правда, с более глубокой точки 
зрения, на которой мы здесь останавливаться не 
будем, доказательство возможности такого разги- 
бания тоже опирается на принцип предельного пере- 
хода; но для нас это обстоятельство не имеет никакого 
значения, так как с наглядной стороны возможность 
разгибания цилиндра и конуса очевидна. 

Возьмем прямой круговой цилиндр с высотой Й 
и радиусом основания г (рис. 96). Такой цилиндр 
можно представить себе в виде круглой жестяной 
банки с двумя круглыми донышками, Геометры же 
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обычно говорят, что прямой круговой цилиндр полу- 
чается от вращения прямоугольника АОО, А, (рис. 96) 
вокруг стороны ОО,. При этом сторона ОА описывает 
круг с центром в точке О — ниж- 
нее основание цилиндра, а сторона 
О.А, —круг с центром в точке 0.— 
верхнее основание цилиндра; нако- 
нец прямая АА, описывает собствен- 
но цилиндрическую поверхность. 
Высотой цилиндра считается длн- 
Рис. 96 на прямой ОО,. Эта прямая назы- 
вается его осью, а прямая АА, — 
его образующей. Очевидно, длина образующей равна 
высоте цилиндра. Свое название образующая полу- 
чила потому, что при вращении прямоугольника 
она зачерчивает или, иначе говоря, «образует» 
цилиндрическую поверхность. 


д, Й 


пл 


Рис. 97 


Разрежем боковую поверхность цилиндра вдоль 
образующей АА, и разогнем ее. Тогда мы получим 
прямоугольник А’А”А”, А’, (рис. 97), высота кото- 
рого А’А’, есть не что иное, как образующая цилин- 
дра, следовательно, она равна высоте последнего. 
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Основание прямоугольника — распрямленная окруж- 
ность, лежащая в основании цилиндра; поэтому оно 
равно 2пг. Стало быть, площадь прямоугольника 
равна 2пгл. Но так как прямоугольник есть разогну- 
тая боковая поверхность цилиндра, то эта последняя 
равна 2пгй. Итак, боковая поверхность цилиндра 
равна произведению длины окруж- 
ности 2пг, лежащей в основании ци- 5 
линдра, на ее высоту 1. 
Почти столь же просто можно 
определить площадь боковой поверх- 
ности конуса. Эта фигура получает- 
ся при вращении прямоугольного (д 
треугольника ОЗА вокруг катета 
05 (рис. 98). Отрезок ОА опи- Рис. 98 
сывает окружность — основание 
конуса, а отрезок АЗ собственно — кониче- 
скую поверхность — боковую поверхность конуса. 
Чтобы найти площадь боковой поверхности кону- 
са, нужно эту поверхность разрезать по образующей 
А$ и разогнуть на плоскость. Тогда на плоскости мы 
получим сектор круга, т. е. часть круга $АВА’, огра- 
ниченную дугой АВА’и двумя радиусами $ А ифА. 
(рис. 99). Определив площадь сектора АЗА’, мы тем 
самым найдем площадь боковой поверхности конуса. 
Очевидно, площадь рассматриваемого сектора во 
столько раз меныше площади круга с центром $ и 
радиусом $А, во сколько раз длина дуги АВА' 
меньше длины всей окружности. В самом деле, если, 
например, дуга АВА’ содержит т частей, а вся 
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окружность п таких же частей, то, разделив ок- 
ружность на п равных частей и соединив точки де- 
ления с центром О, мы разобьем площадь круга на п 
равных частей, из которых т частей заполняют 
сектор АВА’. Зна- 
чит, площадь секто- 


т 
ра составляет —- пло- 


щади целого круга. 

Мы уже знаем, что 

площадь круга мож- 

д и’ Но найти, умножив 
длину его окружно- 

сти на половину ра- 

диуса. Так как дуга 

В АВА! составляет -ю 


Рис. 99 
часть окружности, 


то, умножив длину этой дуги на половину ра- 


т 
диуса круга, мы получим 1 `Ю часть площади 


т 
круга. Но площадь сектора и есть как раз я 


часть площади круга. Следовательно, умножив длину 
дуги сектора на половину радиуса, мы получим 
площадь сектора. 

В нашем случае, когда сектор есть разогнутая 
боковая поверхность конуса, его радиус равен длине 
образующей конуса. При этом длина дуги сектора 
равна длине окружности, лежащей в основании ко- 
нуса, а площадь сектора — площади боковой поверх- 
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ности конуса. Поэтому, умножкив длину окружности, 
лежащей в основании конуса, на длину его образую- 
щей, мы получим площадь боковой поверхности ко- 
нуса. Это правило можно записать формулой 


э — 24|, 


где г — радиус основания конуса (следовательно, 
Эпг есть длина окружности основания конуса), 
[ — длина его образующей. 

К сожалению, помимо цилиндра и конуса нет 
других простых поверхностей, которые можно было 
бы разогнуть на плоскость. При определении пло- 
щадей других поверхностей приходится пользоваться 
принципом предельного перехода, о котором мы уже 
неоднократно говорили в предыдущих главах. 

Но в то время как на плоскости использование 
принципа предельного перехода не вызывало особых 
затруднений, применение его к пространственным 
фигурам, в частности при определении площадей 
поверхностей, нуждается в известных оговорках. 

Чтобы пояснить, в чем состоят возникающие 
при этом затруднения, приведем пример, показыва- 
ющий их возникновение, принадлекащий немецкому 
ученому Шварцу. Мы даем его в несколько упро- 
щенной форме. 

Представим себе, что мы хотим вычислить пло- 
щадь боковой поверхности цилиндра (найденную 
в начале этой главы на основе других соображений) 
при помощи предельного перехода от поверхностей 
многогранников к поверхности цилиндра. Го анало- 


117 


гии с окружностью мы можем думать, что нам удаст- 
ся найти площадь боковой поверхности цилиндра, 
если мы впишем в него какой-нибудь многогранник, 
а затем, увеличивая число граней последнего и умень- 
шая одновременно их площади, перейдем к пределу. 
Но этот путь, вообще говоря, не приводит к намечен- 
ной цели. Чтобы в этом убе- 
диться, Достаточно показать, 
что даже если грани вписан- 
ного в цилиндр многогранника 
очень малы и поверхность его 
очень близко прилегает к по- 
верхности цилиндра, площадь 
АА поверхности многогранника мо- 
Рис. 100 жет сильно отличаться от пло- 
щади боковой поверхности ци- 
линдра. А это означает, что площадь поверхности 
многогранника не стремится к площади боковой по- 
верхности цилиндра как к пределу. 

Впишем в основание цилиндра правильный мно- 
гоугольник (р-угольник) с большим числом сторон 
(на рис. 100 представлен многоугольник с 6 сторо- 
нами, так как при большем их числе рисунок стал бы 
неясным; читатель же должен представить себе, 
что многоугольник имеет очень большое число сторон). 
На каждой сторопе многоугольника построим равно- 
бедренный треугольник, вершина которого лежит 
на дуге, стягиваемой этой стороной. На рис. 100 
все такие треугольники заштрихованы. Сравним их 
площади с площадью круга, лежащего в основании 
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цилиндра. допустим, что площадь каждого заштри- 
хованного треугольника в т раз меньше площади 
круга. 

Число т, вообще говоря, не является целым; мы 
заменим его ближайшим к нему большим целым 
числом п. Если площадь круга равна $, то площадь 


5 
каждого заштрихованного треугольника больше — . 


Плоскостями, параллельными основанию цилинд- 
ра, находящимися на одинаковом расстоянии друг от 
друга, разделим цилиндр на п равных маленьких 
цилиндриков. Основаниями всех этих цилиндриков 
служат круги — сечения основного цилиндра парал- 
лельными плоскостями. 

Впишем в основание каждого  цилиндрика 
р-угольник так, чтобы его вершины лежали над сере- 
динами сторон р-угольника, расположенного в 
следующей, нижележащей плоскости, и под сторо- 
нами — р-угольника, расположенного в ближай- 
шей вышележащей плоскости. Натянем теперь 
треугольники так, чтобы одной стороной каждого 
треугольника служила сторона одного из р-уголь- 
ников, а противолежащей вершиной — та вер- 
шина ближайшего выше или нижележащего р-уголь- 
ника, которая находится над или под серединой 
этой стороны. Так образованные треугольники вместе 
составят многогранник, вписанный в боковую по- 
верхность цилиндра (рис. 101). 

Покажем теперь, что площадь каждой грани по- 


лученного многогранника больше >. Для этого 
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обратимся м рис. 102, на котором АВ есть сторо- 
на одного из р-угольников, АДВ и АРВ — грани 
многогранника, вписанного в цилиндр, и АВС — 
защштрихованный треугольник, построенный в плос- 
кости р-угольника тем же приемом, мак и за- 
штфихованные треугольники в плоскости основания 
цилиндра. Треугольники АВС 
и АВШО имеют общее осно- 


У \ 


, 


т. 
Рис, 102 


вание АВ, высота ЕР треугольника АВО больше 
высоты ЕС треугольника АВС, потому что ЕБ— 
гипотенуза, а ЕС — катет прямоугольного треуголь- 
ника ЕОС. Итак, треугольники АВО и АВС имеют 
равные основания, но так как высота первого из них 
больше высоты второго, то, следовательно, и площадь 
первого треугольника также больше второго. Но пло- 


щадь треугольника АВС больше — ‚ Поэтому пло- 
щадь треугольника АВО тем более больше ^_Итак, 


ь 5 
площадь каждой грани многогранника больше—-. 
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Подсчитаем теперь общее число граней многогран- 
ника. 

Мы имели п низеньких цилиндриков, из которых 
каждый заключал в себе 2р граней многогранника: 
р — граней, примыкающих к сторонам многоуголь- 
ника, лежащего в плоскости нижнего основания ци- 
линдрика, и р—граней, примыкающих к сторонам 
многоугольника, лежащего в плоскости верхнего 
основания цилиндрика. Следовательно, число всех 
граней многогранника, вписанного в цилиндр, 
равно 2рп. 

Подсчитаем теперь площадь поверхности много- 
гранника. 


ь $ 
Площадь каждой его грани больше —_; число гра- 
ней равно 2рп. Следовательно, площадь поверхности 
5 
мгогогранника больше — . 2рп, т. е. больше 2ре. 


В этот результат следует вдуматься. 
Чтобы грани многогранника уменьшались, — 
а это необходимо для перехода к пределу, —нужно 
уменьшать стороны треугольников, служащих его 
гранями; следовательно, увеличивать число р. При 
этом р должно возрастать беспредельно. Но тогда 
и произведение 2р$ должно тоже возрастать беспре- 
дельно, так что площадь поверхности многогран- 
ника по мере уменьшения его граней неограниченно 
увеличивается и, следовательно, не может прибли- 
жаться ни к какому числу, т. е. не может стремиться 
ни к какому пределу. Гаким образом в данном случае 
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площадь боковой поверхности цилиндра нельзя рас- 
сматривать как предел площади поверхности вписан- 
ного в цилиндр многогранника. 

Постараемся теперь пояснить более наглядно, 
почему площадь поверхности многогранника беспре- 
дельно увеличивается, так как предыдущие рас- 
суждения не обладают достаточной обозримостью. 
Заметим, что при увеличении р уменьшаются заштри- 
хованные треугольники и, следовательно, увеличи- 
вается число п. Рассматриваемая нами поверхность 
имеет вид гармошки; при увеличении р ип скла- 
док у гармошки делается больше, но величина их 
уменьшается. Благодаря этому поверхность много- 
гранника все плотнее прилегает к цилиндру; но при 
этом число складок так быстро увеличивается, чго 
общая площадь поверхности все же очень быстро 
растет. 

Чтобы можно было использовать принцип пре- 
дельного перехода для определения площадей кривых 
поверхностей, нужно, следовательно, рассматривать 
такой многогранник, у ксторого не только умень- 
шаются постепенно размеры всех граней, благодаря 
чему он все ближе прилегает к кривой поверхности, 
но у которого при этом не образуется никаких скла- 
док. Эго возможно втом случае, если вместо вписан- 
ного многогранника рассматривать описанный, гра- 
нями которого служат куски касательных плоскостей. 
У такоге многогранника при уменьшении граней и 
увеличении их числа складки образоваться не могут. 
Ведь чем меньше грани описанного многогранника, 
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тем ближе отстоят друг от друга их точки касания 
с кривой поверхностью. Но при небольшом расстоя- 
нии кривизна поверхности мало отразится на направ- 
лении касательной плоскости; поэтому направление 
одной грани будет мало отличаться от направления 
смежной с ней грани. 

Учитывая это замечание, перейдем к определению 
поверхности шара. Опишем около шара произволь- 
ный многогранник с очень малыми гранями. (Не 
следует думать, что он должен быть правильным. Он 
может быть каким угодно, лишь бы грани его были 
достаточно малы и касались поверхности шара). 
Натянем всевозможные треугольники, основаниями 
которых служат ребра многогранника, а противо- 
положной вершиной — центр шара. Тогда много- 
гранник разобьется на большое число пирамид, имею- 
щих общую вершину в центре шара. Основаниями 
их будут служить грани описанного многогранника, 
Так как все касательные плоскости к шару находятся 
от центра на одинаковом расстоянии, равном радиусу 
шара, то высоты всех пирамид будут равны этому 
радиусу. Значит, объем каждой пирамиды равен 
произведению площади основания пирамиды на 
треть ее высоты, т. е. на треть радиуса. Чтобы найти 
объем многогранника, надо взять сумму объемов 
всех пирамид, т. е. произведение суммы их оснований 
на треть радиуса. Но сумма площадей оснований 
пирамид есть площадь поверхности многогранника, 
Следовательно, объем описанного многогранника 
равен произведению площади его поверхности на 
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треть радиуса шара. Формулой это можно выразить 
так: 


Здесь И, -—— объем многогранника, $, — площадь 
его поверхности, Ю — радиус шара. 

Будем теперь увеличивать число граней много- 
гранника, уменышая самые грани. Поскольку мы 
рассматриваем только описанные многогганникн. 
полученная формула будет верна для всех этих 
многогранников. Переходим теперь к пределам. 
Так как У, стремится к объему шара И, $, —к 
площади его поверхности 5, а К остается неизменным, 
то и для Уиоэ будет справедливо то же соотношение 


МЛИН = По. (1) 


Эта формула показывает, что, зная площадь 
поверхности шара $ и его радиус Ю, можно сразу же 
получить объем шара У. Но формулу можне пре- 


образовать так: 
__ ЗИ (2) 
$ = = 

тогда она будет показывать, что, зная объем шара 
и его радиус, можно сейчас же получить площадь 
его поверхности, для чего нужно лишь разделить 
тройной обтем шара на радиус. 

К сожалению, обычно бывает известен только 
радиус шара. Поэтому нам необходимо научиться 
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находить объем шара или площадь поверхности шара, 
зная лишь его радиус. При этом нам достаточно 
получить формулу для определения только объема 
или только площади поверхности шара; потом, 
с помощью соотношения (1) или (2) мы преобразуем 
эту формулу так, чтобы получить формулу для 
нахождения второй величины. 

Мы предпочитаем начать с вывода формулы для 
объема шара, но прежде рассмотрим объемы цилиндра 
и конуса, 

Представим себе, что около цилиндра описана 
правильная призма; объем ее равен произведению 
площади основания на высоту. Будем теперь уве- 
личивать число сторон многоугольника, лежащего 
в основании. Тогда объем призмы будет увеличи- 
ваться и стремиться как к пределу к объему 
цилиндра; многоугольник, лежащий в основании 
призмы, тоже будет изменяться, причем площадь 
основания будет стремиться как к пределу к пло- 
щади круга, служащего основанием цилиндра. 
Поскольку при всех этих изменениях объем призмы 
будет всегда равен произведению площади основания 
на высоту, то же самое будет верно и для пределов: 
объем цилиндра равен произведению площади осно- 
вания на высоту. 

Совершенно аналогично можно получить правило 
для вычисления объема конуса. Опишем около осно- 
вания конуса правильный многоугольник и рассмот- 
рим пирамиду, вершина которой совпадает с вер- 
шиной конуса и основанием которой служит этот 
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многоугольник. Объем пирамиды будет равен одной 
трети произведения площади ее основания на высоту. 
Это соотношение сохраняется и при увеличении 
числа сторон многоугольника, лежащего в основании 


Рис. 103 


пирамиды. Переходя к пределам мы убедимся, что 
объем конуса равен одной трети площади основа- 
ния на высоту. 

Что касается объема шара, то его удобнее рас- 
сматривать не как предел, к которому стремится 
объем некоторого многогранника при уменьшении 
площади его граней и увеличении числа их, а как 
предел объемов некоторых тел, составленных из 
цилиндров. 

Проведем в шаре один диаметр и пересечем шар 
несколькими плоскостями, — перпендикулярными 
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к этому диаметру, отстоящими на одинаковом рас- 
стоянии друг от друга (рис. 103). Тогда шар распа- 
дется на несколько слоев, из которых каждый будет 
ограничен двумя его круговы- 
ми сечениями и боковой поверх- 


ностью — шаровым поясом. За- ии 
и. 


ключим каждый слой внутрь 


цилиндра, одним из оснований Я 
которого служит большее осно- 

вание шарового слоя; другое 0 
основание цилиндра поместим Рис. 104 


в плоскости меньшего основа- 
ния этого слоя. Тогда шар, как показано на рис. 103, 
окажется лежащим внутри тела, составленного из 
цилиндров одинаковой высоты. 

Найдем объем одного из этих цилиндров 
(рис. 104). Для определенности предположим, что 
большее основание цилиндра находится на расстоя- 
нии р от центра шара и высота цилиндра равна И. 
Тогда, зная радиус шара, по теореме Пифагора 
найдем из треугольника ОАВ квадрат радиуса 
цилиндра: 

г? = АВ? = К? — р». 

Умножив эту величину на п, получим площадь 

основания цилиндра: 


$ = п/? = п (Ю? — р®). 
Умножив площадь основания цилиндра на 1, 
получим объем цилиндра: 


у — $Й = п (Ю? — р*)П. 
141 


Сравним теперь шар с телом, образуемым следую- 
щим образом: возьмем цилиндр, высота которого 
равна диаметру шара, а основание — наибольшему 
сечению шара. «Высверлим» из этого цилиндра два 
конуса, общая вершина которых лежит на середине 
оси цилиндра и основаниями которых служат осно- 
вания цильндра. Оставшаяся после этого «высверли- 
вания» часть цилиндра и есть то тело, с которым мы 
будем сравнивать шар. 

Представим себе, что это тело поставлено рядом 
с шаром (рис. 103) таким образом, что ось его перпен- 
дикулярна к плоскостям, пересекающим шар, и что 
само оно находится на одном уровне с шаром. Тогда 
плоскости, разделившие шар на слои, разобьют 
наше тело на кольца. Заключим каждое кольцо в 
кольцо с цилиндрическими стенками, основанием ко- 
торого служит наибольшее из кольцевых оснований, 
и определим объем такого цилиндрического кольца, 

Рассмотрим то цилиндрическое кольцо, наиболь- 
шее основание которого находится на расстоянии р 
от центра шаря, т. е. кольцо, лежащее на одном уров- 
не с рассмотренным ранее шаровым слоем (рис. 105). 
Его можно рассматривать как разность объемов двух 
круговых цилиндров, одного с радиусом основания 
АВ и другого с радиусом основания АС и общей 
высотой, равной толщине слоя. Квадрат радиусов 
мы найдем из прямоугольных треугольников ОАВ 
и ОДС: 
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потому, что угол АОС = 45° и, следовательно, 
прямоугольный треугольник ОАС — равнобедрен- 
НЫЙ. 


Рис. 105 


Площади оснований этих цилиндров будут равны 
соответственно: 


$1 = ПАВ, 

Е. 
Объемы их: 

У, = пАЗИ, 

И. = пр?И. 


Разность этих объемов даст нам объем цилиндри- 
ческого кольца: 


У =И, — И, = пЮ2й — пр?И = п(Ю? — р?) Й, 


Сравнивая это выражение с полученным для о0бъ- 
ема шарового слоя, мы убеждаемся, что они равны. 
Значит, тело, внутри которого заключен шар, и тело, 
внутри которого заключен цилиндр с высверленными 
конусами, состоят из частей одинакового объема и, 
следовательно, сами имеют равные объемы. 

[29 


Совершим теперь предельный переход. Будем 
увеличивать число секущих плоскостей, уменьшая 
расстояние й между ними. Тогда объем тела, состав- 
ленногс из цилиндров, будет стремиться к объему 
шара, а объем тела, составленного из цилиндрических 
колец, — к объему цилиндра с высверленными ко- 
нусами. Так как объемы этих двух тел все время 
остаются равными, то, стало быть, и пределы, к кото- 
рым они стремятся, равны; иначе говоря, объем 
шара равен объему цилиндра с высверленными 
конусами. 

Таким образом, вместо того, чтобы вычислять 
объем шара, мы можем вычислить объем цилиндра 
с двумя высверленными конусами. 

Объем цилиндра до высверления конусов равен; 


У, — п?.2Ю =—- 2кЮЗ, 


потому что радиус шара К есть в то же время радиусе 
цилиндра, высота которого равна диаметру шара 2К, 

Каждый из высверленных конусов имеет радиус 
основания К и высоту Ю; поэтому объем каждого 
из них равен 


| | 
Уз = К° ` — 3-ПА*, 


2 
Два конуса вместе будут иметь объем =. пК®. 


Вычтя эту величину из объема цилиндра, получим 
объем цилиндра с двумя высверленными конусами 
или, что все равно, объем шара: 


У шар У: — И, = 213 — = пАз == 3. пА?. 
[30 


Обычно по этой формуле и вычисляется объем 
шара. 

Теперь мы можем получить формулу для опреде- 
ления площади поверхности шара, воспользовавшись 
выведенным ранее соотношением (2). Как мы видели, 
чтобы определить площадь поверхности шара, надо 
его объем умножить на 3 (получим 4 п КЗ) и получен- 
ную величину разделить на ^. Таким образом пло- 
щадь поверхности шара определяется по формуле 


© шара — 4пА? 


(здесь 5 — площадь поверхности шара и К — радиус 
шара). 

Что касается объемов и поверхностей других 
более сложных тел, то для отыскания их можно поль- 
зоваться теми же приемами: объем тела, ограничен- 
ного кривой поверхностью, рассматривается как 
предел, к которому стремигся объем многогранника, 
вписанпого в поверхность, ограничивающую тело, 
или как объем многогранника, описанного около 
этой поверхности. Площадь кривой поверхности 
определяется как предел площади поверхности много- 
гранника, описанного около этой поверхности (мы 
уже знаем, что в этом случае нельзя брать вписанные). 
При этом пределы берутся при условии, что грани 
вписанного или описанного многогранника неограни- 
ченно уменьшаются, а число их увеличивается. 

Вычисление объемов и площадей кривых поверхно- 
стей представляет очень трудную задачу. Эги вопросы 
специально рассмагриваются в интегральном исчи- 
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слении; вэтом отделе высшей математики предель- 
ные переходы, которые приходится при этом совер- 
шать, рассматриваются систематически. 


РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 


Задачи к первой главе 


1) Площадь правильного шестиугольника равна произве- 
дению половины его периметра на апофему (периметром много- 
угольника называется сумма его сторон; апофемой правильного 
многоугольника — расстояние от его центра до его сторон; 
при решении задач следует иметь в виду, что АБ равно двум 
сторонам шестиугольника (рис. 106). 
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Рис. 106 
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Рис. 108 


4} 


Рис, 109 


5) На пять. Можно указать много способов для разрезания 
семиугольника на пять треугольников. На рисунке 110 дан 
один из них. 


Рис, 119 
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6) Плогцадь правильного многоугольника равна произ- 
ведению половины его периметра на апофему (рис. 11|). 
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Рис. 111 


Задачи ко второй главе 


1} Четыре правильных пятиугольника. Они изображены 
на прилагаемых рисунках (рис. 112). 


Рис, 11а 
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2) При продолжении сторон обыкновенного правильного 
пятиугольника до их взаимного пересечения получается звезд- 
чатый правильный пятиугольник (рис. 113). 

3) Можно; вершинами звездчатого восьмиугольника будут 
точки пересечения сторон АВ и ОЕ, ВС и ЕР, СО и РС, ОЕ 
и СН, ЕРиНА, ЕСи АВ, СНП и ВС, НА и СО (рис. 114). 
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4) Вершины правильного шестиугольника должны делить 
окружность на шесть равных частей. Если точки деления 
соединить последовательно, то получим обыкновенный правиль- 
ный шестиугольник; если же соединим их через одну, то полу- 


Рис. 115 


чим два правильных треугольника; наконец, если соединим 
их через две, то получим три отрезка. Таким образом, правиль- 
ного звездчатого шестиугольника не существует (рис. 115). 

5) Пусть О — точка пересечения непараллельных сторон 
антипараллелограма АВСР, площадь которого равна сумме 


С р, 


А 


Рис, 116 


площадей треугольников АВО и ОСР (рис. 116). Площали 


последних равны, но противоположны по знаку, Следовательно, 
их сумма равна нулю. 


6) {2 см". 


7) а) (+ 100) + (—25) =75 смз 
6) (- 100) - (+ 75) = 125 см* 


в) В обоих случаях не зависит от положения квад- 
ратов. 


Задачи к третьей главе 


1 1 1 \° 4 
1) т= 16 [5-3 (5) |-4. 239 — 3.14 
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